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Abstrak. Fenomena fisik rangkaian listrik menghasilkan model matematika dan solusi untuk
penyelesaiannya. Rangkaian listrik orde dua adalah rangkaian listrik yang dapat dimodelkan
dengan persamaan diferensial orde dua. Rangkaian tersebut diantaranya rangkaian LC seri dan
RLC seri. Penelitian ini memaparkan analisis dan penyelesaian dari model matematika pada
rangkaian listrik LC seri dan RLC seri menggunakan persamaan diferensial orde dua dengan solusi
homogen maupun tak homogen.

Kata Kunci: model matematika, persamaan diferensial orde dua, rangkaian LC, rangkaian
RLC.

Abstract. The physical phenomena of electrical circuits produce mathematical models and solutions
for their solutions. Second order electrical circuits are electrical circuits that can be modeled with
second order differential equations. These include the series LC circuit and the RLC circuit. This
study describes the analysis and solution of mathematical models in series LC and series RLC
electrical circuits using second-order differential equations with homogeneous or non-homogeneous
solutions.
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PENDAHULUAN

Matematika merupakan ilmu pengetahuan yang dapat mengidentifikasi suatu
fenomena kedalam bentuk pemodelan matematika. Pemodelan matematika sangat sering
digunakan untuk memodelkan fenomena fisika sehingga dapat dijelaskan. Tidak
terkecuali dengan fenomena yang terjadi pada rangkaian listrik. Pada prinsipnya
rangkaian listrik dapat dimodelkan kedalam bentuk persamaan diferensial orde 2. Model

persamaan diferensial orde 2 terdiri dari 4 tipe, yaitu :
2

d
1. Tlpe — = f(x)

d? d
2.Tipe—y= ( y)

dx? dx
d*y  dy
3. TLpead 2+b§+c.y=0
d’y  dy
4Tlpead—+bd +cy = f(x)

Rangkaian LC

Rangkaian LC merupakan rangkaian elektronik sederhana yang terdiri dari
tegangan sumber Vq, induktor L dan kapasitor C. Semua komponen tersebut disusun
secara seri. Rangkaian ini disebut undamped karena memang tidak ada resistor yang
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berfungsi sebagai dumper. Nanti akan terlihat dalam persamaan orde dua dari rangkaian
tersebut kalau rasio dumpingnya bernilai nol. 3 Uzl

= ir, [1L0]
Y\

L l
-+
vd Cr T U‘. [ vt‘O]

Gambar 1. Undamped Series-Resonant Circuit (Rangkaian LC) [1]

Sebuah rangkaian LC (Undamped Series-Resonant Circuit) ditunjukkan pada Gambar
1 dengan tegangan input Vq saat to. Kondisi awal atau pada saat t, dari state variable arus
induktor i, dan tegangan kapasitor v, adalah 1. dan V.

Rangkaian RLC
Rangkaian seri RLC pada arus bolak-balik terdiri dari resistor (R), induktor (L) dan
kapasitor (C) yang dihubungkan dengan sumber tegangan AC dan disusun secara
seri.Hambatan yang dihasilkan oleh resistor disebut resistansi, hambatan yang dihasilkan
oleh induktor disebut reaktansi induktif (X.), dan hambatan yang dihasilkan oleh
kapasitor disebut reaktansi kapasitif (Xc). Ketiga besar hambatan tersebut ketika
digabungkan dalam disebut impedansi (Z) atau hambatan total
[— Vp—ie— ¥, - Vg —9]
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Gambar 2. Rangkaian seri RLC

Hukum Kirchoff

Banyak dari rangkaian listrik sederhana (Gambar 1) yang tidak dapat dianalisis
dengan hanya mengganti kombinasi rangkaian seri dan paralel resistor dalam
menyederhanakan rangkaian yang memiliki banyak resistor.

RS
Gambar 3. Rangkaian Listrik Sederhana
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Hukum Kirchoff 1 menyatakan bahwa: “Jumlah arus listrik yang masuk melalui titik
percabangan dalam suatu rangkaian listrik sama dengan jumlah arus yang keluar melalui
titik percabangan tersebut”

i

13
Gambar 4. Arus masuk dan arus keluar percabangan

Secara umum rumus hukum Kirchhoff 1 dapat dituliskan sebagai berikut:
ZI masuk = Z Ikeluar

Hukum Kirchoff 2

Bunyi hukum Kirchhoff 2 adalah “Pada setiap rangkaian tertutup, jumlah beda
potensialnya harus sama dengan nol”. Hukum Kirchoff 2 juga sering disebut sebagai
hukum simpal (loop rule), karena pada kenyataannya beda potensial diantara dua titik
percabangan dalam satu rangkaian pada keadaan tunak adalah konstan. Hukum ini
merupakan bukti dari adanya hukum konservasi energi. Jika kita memiliki suatu muatan
Q pada sembarang titik dengan potensial V, dengan demikian energi yang dimiliki oleh
muatan tersebut adalah QV. Selanjutnya, jika muatan mulai bergerak melintasi simpal
tersebut, maka muatan yang kita miliki akan mendapatkan tambahan energi atau
kehilangan sebagian energinya saat melalu resistor baterai atau elemen lainnya. Namun
saat kebali ke titik awalnya, energinya akan kembali menjadi QV.

Rangkaian berisi dua buah baterai dan tiga resistor eksternal. Tanda plus minus pada
resistor digunakan untuk mengingatkan kita sisi mana pada setiap resistor yang berada
pada potensial lebih tinggi untuk arah arus yang diasumsikan
Secara umum rumus hukum Kirchoff 2 dapat dinyatakan sebagai berikut:

YE +YIR =0

Baterai I—

[ Baterai 2

R,
Gambar 5. Rangkaian yang berisi dua baterai dan tiga resistor

METODE
Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah kajian literatur yaitu buku-buku
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dan jurnal online matematika sebagai penunjang yang berkaitan dengan persamaan
diferensial orde dua dalam menentukan solusi homogen maupun tak homogen untuk
rangkaian listrik LC seri dan rangkaian RLC seri. Metode dilakukan dengan beberapa
langkah, sebaai berikut:
1. Menentukan model matematika yaitu persamaan diferensial orde dua,
2. Melakukan penurutan rumus untuk memperoleh solusi homogen maupun tak
homogen,
3. Mengaplikasikan model yang dipilih ke penyelesaian model matematika untuk
rangkaian listrik orde dua,
4. Menyajikan model matematika untuk rangkaian listrik orde dua,
5. Menganalisa penyelesaian homogen dan tak homongen model matematika untuk
rangkaian listrik orde dua.

HASIL DAN PEMBAHASAN
Rangkaian LC seri

Rangkaian LC seri dengan sumber baterai E volt digambarkan pada gambar
Rangkaian LC seri dengan hukum tegangan Kirchoff. Model persamaan rangkaian LC
seri yaitu:

Vi +V.=E
Dengan : V adalah teganan pada indukator L yaitu LZ—i
V. adalah tegangan pada kapasitor C yaitu : % [ 1dt

Diketahui bahwa | = Z—f dengan Q pada muatan dalam Coulomb. Sehingga moddel
persamaan dapat ditulis

dl 1
L—+ —j Idt = E
dt c

Untuk menghilangkan tanda integral , persamaan dideferensialkan maka :

Ld(d1>+1fd1dt—dE
dt \dt c) dt _dt()

L a1 + ! 1= d E
oo Tdtr ¢ at ) _
Model persamaan untuk gambar diatas dapat juga dinyatakan dalam muatan Q(t) yaitu :
dil 1
L—+ —f Idt = FE
dt c
L °q + L E
az T~

Kasus A. Jika sumber bateral E = 0 (:—t (E) = 0)

Model persamaan rangkaian dinyatakan sebagai :
L d’l + ! 1=0
a2 ¢~
atau
a’l + ! =0
- - - dtz - CL - - -
persamaan karaktreristik dari persamaa diferensial di atas:
1
2 — =0
re+ CL
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Akar — akar persamaan kerakteristik :

Sehingga penyeselaian umum PD
y = CeHBIX 4 ¢, e(<HBX = fe**cosBx + Be™ sinfix
Dengan C; C,, A,B = kostanta; r = o, +if§

maka :
t)=4 ! t+bSi ! t
y = A cos L in L

Kasus B. Jika sumber bateral E = konstanta
Menentukan kuat arus I(t)untuk kasus ini berdasarkan model persamaan diferensial Q(t),

selanjutnya I(t) didapatkan dari hubungan I(t) =‘;—f. Model persamaan rangkaian untuk
Q(t) dinyatakan sebagai berikut:

LdZQ+1 =E
azt¢l=
atau
d’Q 1 E
az el T

Persamaan diatas adalah persamaan diferensial tak homongen orde dua, penyelesaian
disebut penyelesaian lengkap terdiri dari penyelesaian homogen dan penyelesaian tak
homongen. Penyelesaian homongen:

1 , ,1
Q(t) = Acos Et+Bsm Ht

Dan penyesaian yang tak homongen:

Qp (t) =EC
Penyelesaian lengkap

1 1
Q(t) = Qp(t) =Acos\/;t+Bsm\/;t+EC

Khasus C jika sumber bateri E = Eq cos wt
Model persamaan rangkaian untuk Q (t) dinyatakan sebagai :
d’Q 1

LW + EQ = Ejcoswt
atau

a’Q 1 E, coswt

a2 LT T 1
Penyelesaian model persamaan diatas adalah penyelesaian lengkap muatan fungsi waktu,
terdiri atas penyelesaian homongen dan penyelesaian tak homonen,
Penyelesaian homongen:

Qn,(t) = c cosifwyt — 0)
dan solusi tak homongen adalah ;

E
Q®) = ———

1
L(a—w
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Jika didefenisikan w2 = —sehingga :

Ey
t) = —————< t
%O = Tz —wh) 5
Kasus D. Jika sumber baterai E = Eq cos ot dengan @ = \/g
Model persamaaan rangkaian untuk Q (t) dinyatakan sebagai berikut:
d’Q 1

LW + EQ = Ejcoswt
atau

d*Q =, Egcoswt

dt? L

Penyelesaian homogen :

Qn(t) = A cos ot + b sinwt atau Qp(t) = C cos (ot — 0)
Jadi solusi tak homonen adalah :

. Ey . .
Qp (t) = t(k cos ot + M sin wt) :ﬁ tsinwt

Penyelesaian terlengkap :

Q) = Q(®) + Qp () = Qu(t) = C cos (wot —8) + 5™ ¢ sinwt

Tabel 1. Rangkaian LC seri

1(t) tak
L C E I(t) homogen homogen
0 volt 0
0,05 100 A cosl0t A cos 10t
farad + B sin10t | + B sin10t
volt
0,2 +5
henry 0 volt 0
0,1 100 A cos5V2t A cos 5V2t
farad volt + B sin5vV2t | + B sin5v2t
+ 10

Rangkaian RCL seri

Rangkaian RCL seri dengan sumber baterai E volt. Model persamaan rangkaian
didapatkan dengan hukum tegangan kirchoff yaitu :

Vr+V +V.=E

Dengan Vg adalah tegangan pada reistor R yaitu Rl dan V| adalah tegangan pada
indukator L yaitu L%. V¢ adalah tegangan pada kapasitor C yaitu % [ ldt

Diketahui bahwa I = % dengan Q adalah muatan dalam coulomb

R1+Ldl+ 1f1dt—E
dt  C B

Untuk menghilangkan tanda integral, persamaan diddeferensialkan maka :
R d I+Ld1(d1)+1jldt—6
dt dt\dt) ~ C B
L—d21+RdI+1I— d E
Todtz T dt ¢ =2 ® _
Model persamaan untuk dapat juga dinyatakan dalam muatan Q(t) yaitu ;
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__________________________________________________________________________________________________________________|

RI+LdI+1fIdt—E

) dt  C B

d<Q dQ 1
—+R—+=-Q=E
dt? * dt * CQ
Kasus A jika sumber baterai E =Eo(;—t (E) = 0)

Model persamaan rangkaian dinyatakan sebagai :

L

Penyelesaian persamaan homogen orde dua di atas adalah persamaan karakteristikdari
persamaan diferensial:

) 1
Lr“+ Rr + C =0
Akar persamaan karakteristik
—R+/R2—4L/C

2L

N2 =
Terdapat tiga kemungkinan akar — akar nilai :
1. Jika /R? — 4L/C>0, maka ry, adalah dua akar Real yang berbeda denan r; ;€
R mka solusi umum
y = Cre"t+Ce™
2. Jika/R%? —4L/C = 0, makar;=r, =r dengan m;, € R, maka solisu umu
y =Ce™ + Cyxe™
3. Jika,/R? —4L/C <0 maka r, = « +if dengan «,B e R maka solusi
umumnya:
_ y = Cle(oc+iﬁ)t + Cze(o<+iw?)t
Dengan rumus Euler yaitu e" = cos t + i sin t maka bentuk trigonometri rumus dapat
ditentukan :
y — Cle(a +if)t + Czte(a +if)t
= C1e"(cos Bt + i sin Bt) + Coe™ (-cos Pt - i sin Pt); - cos = cos Pt
= (C1+C,) e"(cosPt) + i(Cy + Cy) e“(sinpt)
= Ae"cosPt + Be™ sin Bt , A B € konstanta bilangan kompleks
Kasus B. Jika sumber bateri yaitu :—t (E) = ey coswt model persamaan rangkaian adalah

d?I di
. LF-F E-FE-fCOS(f)t -
Penyesesaian model persamaan diatas terdiri dari penyelesaian homogen dan
penyelesaian tak homogen. Untuk penyelesaian homogen sama seperti pada A.

Penyelesaian tak homogen:

Ld21+RdI+1I—E t
dez T g Tl T roeose
Jadi penyelesaian lengkap tak homogen adalah :
Ip(t) = [ —EoS ] t+[ EoR ] int
PUE lo®@+ 59 T lo®e+ 557"

Contoh analisis model matematika rangkaian RCL Seri :

1. JikaR=16Q,L=0,02H,C=2x 10*F, dan E = 12 Volt. Dianggap pada saat t = 0,
arus | = 0 dan muatan kapasitor Q = 0, akan ditentukan muatan Q dan | sebagai
fungsi waktu t dalam rangkaian RLC seri
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Penyelesaian:
Persamaan yang mengunakan untk menyelesaian kasus ini:
d*Q  dQ
L W +R dt + = Q E(t)
Dengan substitusi R = 16 Q, L = 0,02 H,C =2x10™ F dan E = 12 volt,maka diperoleh:
Sebagai penyelesaian homongen :
Qn = e™*%(C1 cos 300t + C, sin 300t)
Menghasilkan Q, = 2,4 x 107, penyelesaian lengkap adalah
Q(t) = 2,4 x 107 + e (C, cos 300t +C, sin 300t)
| (t) diperoleh dengan diferensiasi Q(t) didapatkan:

| (t) = dQ = -400 e (C, cos 300t + C, sin 300t) + e™%(-300 C; sin 300 t + 300 C, cos

300t)
Jadi, penyelesaian lengkap muatan listrik adalah
Q(t) =10 ®b[2,4 — e*9%¢(2,4 c0s300t + 3,2 sin300t)]

2. Suatu indukator 2 Henry, resistor 16 ohm dan kapasitor 0,02 farad dihubungkan
secara seri dengan suatu baterai dengan ggl € = 100 sin 3t pada t = 0 muatan dalam
kapasitor dan arus dalam rangkaian adalah nol.akan ditentukanlah muatan dan arus
pada t>0

Penyelesaian :

Misalkan Q dan | menyatakan muatan dan arus sesaat pada waktu t, berdasarkan hukum

kirchoff, maka diperoleh persamaan:

zﬂ + 161 + i = 100 sin3t karena | = dQ/dt,

dtz +8 +ZSQ = 20 sin 3t

Selesalkan ini terhadap syarat Q = 0 Dg/dt = 0 pada t = 0, kita memperoleh hasil akhir

muatan Q = 2—;’ (2sin3t — 3 cos3t) + z—ge_4t(3 cos3t + 2 sin3t) dan arus I = 4

dt
=;—; (2cos3t + 3 sin3t) — ﬁ—ge““(n sin3t + 6 cos3t)

suku pertama adalah arus stabil (steady-state) dan suku ked ua, yang dapat abaikan untuk
waktu yang bertambah, dinamakan arus transien.

KESIMPULAN

1. Dalam model matematika untuk rangkaian listrik LC seri dan rangkaian RLC seri
menggunakan persamaan diferensial orde dua diperoleh solusi homogen dan tak
homogen.

2. Untuk rangkaian listrik LC seri keadaan inductor dan kapasitor yang konstan
diperoleh solusi homogen yang sama dan solusi tak homogen yang berbeda, dengan
kondisi sumber baterai (E) berubah.

3. Pada rangkaian listrik RLC seri diperoleh penyelesaian untuk arus stabil arus
transien.

4. Untuk penelitian selanjutnya penulis diharapkan dapat menentukan dan menganalisa
model matematika untuk rangkaian listrik LC maupun RLC paralel.
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