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Abstrak. Dimensi metrik, dimensi partisi, dan bilangan kromatik-lokasi dari suatu graf merupakan 

tiga macam konsep dimensi dalam graf yang berkaitan. Untuk memperoleh cara pandang baru 

terhadap permasalahan penentuan dimensi metrik graf, Chartrand, Salehi, dan Zhang pada tahun 

2000 memperkenalkan suatu konsep baru yang selanjutnya dikenal sebagai dimensi partisi graf. 

Andaikan 𝐺(𝑉, 𝐸) suatu graf terhubung dengan himpunan titik 𝑉 dan himpunan sisi 𝐸. Diberikan 

partisi Π dari 𝑉(𝐺) dengan 𝑘 kelas komponen dalam bentuk Π = {𝐿1, 𝐿2, ⋯ , 𝐿𝑘}. Representasi dari 

titik 𝑡 terhadap Π didefinisikan sebagai vektor dengan 𝑘 komponen dapat ditulis dalam bentuk 

𝑟(𝑡|Π) = (𝑑(𝑡, 𝐿1), 𝑑(𝑡, 𝐿2), ⋯ , 𝑑(𝑡, 𝐿𝑘)), dimana 𝑘 merupakan bilangan bulat positif. Untuk suatu 

graf 𝐺 terhubung dan suatu subhimpunan 𝐿 ⊂ 𝑉(𝐺), partisi Π disebut partisi pembeda dari graf 𝐺 

jika semua representasi dari titik 𝑡 ∈ 𝑉(𝐺) berbeda terhadap Π. Bilangan bulat positif terkecil 𝑘 

adalah dimensi partisi pada graf 𝐺 yang dinotasikan dengan 𝑝𝑑(𝐺). Pada penelitian ini akan 

ditentukan dimensi partisi pada graf payung 𝑈𝑚,𝑛(1) dan 𝑈𝑚,𝑛(2). Graf 𝑈𝑚,𝑛(1) merupakan suatu 

graf hasil penggabungan sebuah graf roda 𝑊1,𝑛 dan lintasan 𝑃𝑛. Graf 𝑈𝑚,𝑛(2) merupakan suatu 

graf hasil penggabungan sebuah graf kipas 𝐹1,𝑛 dan lintasan 𝑃𝑛. 

Kata Kunci: Dimensi Partisi, Graf Payung, Graf Kipas, Graf Roda, Representasi. 

 

Abstract. The metric dimension, partition dimension, and location-chromatic number of a graph 

are three related concepts of dimension in graphs. To gain a new perspective on the problem of 

determining the metric dimension of a graph, Chartrand, Salehi, and Zhang in 2000 introduced a 

new concept which is known as graph partition dimension. Let 𝐺(𝑉, 𝐸) be a connected graph with 

the vertex set 𝑉 and the of edges 𝐸. Given a partition 𝛱 of  𝑉(𝐺) with 𝑘 component classes in the 

form 𝛱 = {𝐿1, 𝐿2, ⋯ , 𝐿𝑘}. The representation of a vertex 𝑡 with respect to 𝛱 defined as a vector 

with 𝑘 components can be written in the form 𝑟(𝑡|𝛱) = (𝑑(𝑡, 𝐿1), 𝑑(𝑡, 𝐿2), ⋯ , 𝑑(𝑡, 𝐿𝑘)), where 𝑘 

is a positive integer. For a connected graph 𝐺 and a subset 𝐿 ⊂ 𝑉(𝐺), a partition 𝛱 called a 

distinguishing partition of the graph 𝐺 if all representations of a vertex 𝑡 ∈ 𝑉(𝐺) are distinct with 

respect to 𝛱. The smallest positive integer 𝑘 is the partition dimension of the graph 𝐺 denoted by 

𝑝𝑑(𝐺). In this research, the partition dimension of the umbrella graphs 𝑈𝑚,𝑛(1) and 𝑈𝑚,𝑛(2). 

Graph 𝑈𝑚,𝑛(1) is a graph merged from a wheel graph 𝑊1,𝑛 and a path 𝑃𝑛. Graph 𝑈𝑚,𝑛(2) is a 

graph merged from a fan graph 𝐹1,𝑛 and a path 𝑃𝑛.   
Keywords: Fan Graph, Partition Dimension, Representation, Umbrella Graph, Wheel Graph. 
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PENDAHULUAN 
Teori graf adalah cabang ilmu dalam matematika diskrit yang mempelajari hubungan 

antara objek-objek yang disajikan dalam bentuk titik dan sisi. Konsep-konsep dari teori graf 

dapat digunakan untuk menganalisis dan merepresentasikan berbagai masalah kompleks 

menjadi struktur yang lebih sederhana dan mudah dipahami. 

Dimnsi metrik, dimensi partisi, dan bilangan kromatik-lokasi dari suatu graf merupakan 

tiga macam konsep dimensi dalam graf yang berkaitan (Baskoro, 2023). Pada tahun 1975 

konsep dimensi metrik dari suatu graf diperkenalkan oleh Slater dan pada tahun 1976 oleh 

Harary dan Melter secara terpisah. Slater menggunakan istilah himpunan lokasi (Slater, 1975), 

sedangkan Harary dan Melter memakai istilah himpunan pembeda untuk sesuatu yang sama 

(Harary & Melter, 1976). Untuk memperoleh cara pandang baru terhadap permasalahan 

penentuan dimensi metrik graf, Chartrand, Salehi, dan Zhang pada tahun 2000 

memperkenalkan suatu konsep baru yang selanjutnya dikenal sebagai dimensi partisi graf 

(Chartrand et al., 2000). Konsep bilangan kromatik-lokasi pada graf pertama kali dikemukakan 

oleh Chartrand, Erwin, Henning, Slater, dan Zhang pada tahun 2002 (Chartrand et al., 2002). 

Graf 𝐺 yang dinotasikan dengan 𝐺(𝑉, 𝐸) didefinisikan sebagai suatu objek yang terdiri 

atas himpunan titik berhingga dan tak kosong 𝑉 dan himpunan sisi 𝐸 yang terdiri dari pasangan 

tak berurut {𝑠, 𝑡} dengan 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑉 dan 𝑠 ≠ 𝑡 (Chartrand et al., 2010). Sebuah jalan 𝑊 dengan 

panjang 𝑛 yang menghubungkan titik 𝑠 dan 𝑡 dalam graf 𝐺 adalah suatu barisan sisi dalam 

bentuk 𝑊 = {𝑠 = 𝑡0, 𝑡1}, {𝑡1, 𝑡2}, ⋯ , {𝑡𝑛−1, 𝑡𝑛 = 𝑡}. Bila 𝑠 ≠ 𝑡 maka jalan 𝑊 disebut jalan 

terbuka. Jalan terbuka yang semua titiknya berbeda disebut sebagai lintasan (West & others, 

2001). Jika untuk setiap dua titik 𝑠 dan 𝑡 di 𝐺 senantiasa terdapat lintasan yang menghubungkan 

kedua titik 𝑠 dan 𝑡, maka graf 𝐺 dikatakan terhubung (Hartsfield & Ringel, 2013). Jarak dari 

titik 𝑠 ke 𝑡, yang dinotasikan dengan 𝑑(𝑠, 𝑡), merupakan panjang lintasan terpendek yang 

menghubungkan titik 𝑠 dan 𝑡 di 𝐺. 

Andaikan suatu graf 𝐺 terhubung dengan himpunan titik 𝑉 dan himpunan sisi 𝐸. Untuk 

suatu subhimpunan 𝐿 ⊂ 𝑉(𝐺) dan titik 𝑡 ∈ 𝑉(𝐺) didefinisikan jarak antara titik 𝑡 dan 

subhimpunan 𝐿 adalah 𝑑(𝑡, 𝐿) = 𝑚𝑖𝑛 {𝑑(𝑡, 𝑧)|𝑧 ∈ 𝐿}. Diberikan partisi Π dari 𝑉(𝐺) dengan 

𝑘 kelas komponen dalam bentuk Π = {𝐿1, 𝐿2, ⋯ , 𝐿𝑘}. Representasi dari titik 𝑡 terhadap Π 

didefinisikan sebagai vektor dengan 𝑘 komponen sebagai berikut: 𝑟(𝑡|Π) =
(𝑑(𝑡, 𝐿1), 𝑑(𝑡, 𝐿2), ⋯ , 𝑑(𝑡, 𝐿𝑘)), dimana 𝑘 merupakan bilangan bulat positif. Bila semua 

representasi dari titik 𝑡 ∈ 𝑉(𝐺) terhadap Π berbeda, maka partisi Π disebut sebagai partisi 

pembeda dari 𝐺. Dimensi partisi dari graf 𝐺 yang dinotasikan dengan 𝑝𝑑(𝐺) adalah bilangan 

bulat positif terkecil 𝑘 sedemikian sehingga 𝐺 memiliki partisi pembeda dengan 𝑘 kelas partisi 

(Chartrand et al., 2000). 

Teorema dalam (Chartrand et al., 2000) dapat digunakan untuk menentukan batas bawah 

dimensi partisi pada graf. 
 

Teorema 1. Andaikan 𝐺 graf terhubung orde 𝑛 ≥ 2. Maka, 𝑝𝑑(𝐺) = 2 jika dan hanya jika 𝐺 

lintasan. 
 

Dari Teorema 1 diperoleh definisi sebagai berikut. 

 

Definisi 2. Andaikan 𝐺(𝑉, 𝐸) merupakan suatu graf terhubung orde 𝑛 ≥ 2. Maka, 𝑝𝑑(𝐺) ≥
2. 

 

Selanjutnya, penelitian tentang dimensi partisi telah banyak dilakukan. Pada awalnya, 

Chartrand, Salehi, dan Zhang melakukan penelitian tentang dimensi partisi pada lintasan 𝑃𝑛 

dengan 𝑉(𝑃𝑛) = {𝑠𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} dan 𝐸(𝑃𝑛) = {{𝑠𝑖, 𝑠𝑖+1}; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1}, graf lingkaran 𝐶𝑛 
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dengan 𝑉(𝐶𝑛) = {𝑠𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} dan 𝐸(𝐶𝑛) = {{𝑠𝑖, 𝑠𝑖+1}; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ∪ {𝑠1, 𝑠𝑛}}, dan graf 

bintang 𝐾1,𝑛 dengan 𝑉(𝐾1,𝑛) = {𝑢, 𝑠𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} dan 𝐸(𝐾1,𝑛) = {{𝑢, 𝑠𝑖}; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} 

(Chartrand et al., 2000). 

Selanjutnya, pada tahun 2014 Yero memperlihatkan dimensi partisi pada graf roda 𝑊1,𝑛 

dengan 𝑉(𝑊1,𝑛) = {𝑢, 𝑠𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} dan 𝐸(𝑊1,𝑛) = {{𝑢, 𝑠𝑖}; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ∪ {𝑠𝑖, 𝑠𝑖+1}; 1 ≤ 𝑖 ≤

𝑛 − 1 ∪ {𝑠1, 𝑠𝑛}} dan graf kipas 𝐹1,𝑛 dengan 𝑉(𝐹1,𝑛) = {𝑢, 𝑠𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} dan 𝐸(𝐹1,𝑛) =

{{𝑢, 𝑠𝑖}; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ∪ {𝑠𝑖, 𝑠𝑖+1}; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} (Yero, 2014). Penelitian dimensi partisi pada 

graf lolipop 𝐿𝑚,𝑛 telah dilakukan oleh Hanif, Welyyanti, dan Efendi pada tahun 2018 (Hanif et 

al., 2019). Pada penelitian ini akan ditentukan bilangan bulat positif terkecil manakah yang 

merupakan dimensi partisi pada graf payung 𝑈𝑚,𝑛(1) dengan 𝑚 ≥ 4 dan 𝑛 ≥ 2 dan 𝑈𝑚,𝑛(2) 

dengan 𝑚 ≥ 3 dan 𝑛 ≥ 2.   

 

METODE 
Permasalahan penelitian ini diselesaikan dengan mengikuti langkah-langkah sebagai 

berikut. Pada tahap awal dilakukan simulasi untuk mendapatkan pola dari dimensi partisi pada 

graf payung 𝑈𝑚,𝑛(1) dan 𝑈𝑚,𝑛(2). Kemudian berdasarkan pola yang diperoleh dari hasil 

simulasi dibentuk teori. 

 

Batas Bawah Dimensi Partisi pada Graf Payung 𝑼𝒎,𝒏(𝟏) dan 𝑼𝒎,𝒏(𝟐) 

Batas bawah ditentukan dengan memperlihatkan bahwa graf payung 𝑈𝑚,𝑛(1) dan 

𝑈𝑚,𝑛(2) bukan merupakan lintasan (dari Teorema 3). Dari Definisi 4, maka diperoleh 

𝑝𝑑 (𝑈𝑚,𝑛(1)) ≥ 2 dan 𝑝𝑑 (𝑈𝑚,𝑛(2)) ≥ 2. 

 

Batas Atas Dimensi Partisi pada Graf Payung 𝑼𝒎,𝒏(𝟏) dan 𝑼𝒎,𝒏(𝟐) 

Batas atas ditentukan dengan mengkonstruksi partisi pembeda Π. Karena graf payung 

𝑈𝑚,𝑛 suatu graf terhubung dengan himpunan titik 𝑉(𝑈𝑚,𝑛) dan himpunan sisi 𝐸(𝑈𝑚,𝑛). 

Diberikan partisi Π dari 𝑉(𝐺) dengan 𝑘 kelas komponen dalam bentuk Π = {𝐿1, 𝐿2, ⋯ , 𝐿𝑘}, 

dimana 𝑘 merupakan bilangan positif. Selanjutnya ditentukan partisi pembeda dengan 

kardinalitas terkecil dari graf payung 𝑈𝑚,𝑛, yaitu dengan memeriksa apakah terdapat partisi 

pembeda jika 𝑘 = 3. Perhatikan graf berikut. 

 

Andaikan graf payung 𝑈3,2 adalah suatu graf terhubung yang terdiri dari himpunan titik 

𝑉(𝑈3,2) = {𝑠1, 𝑠2, 𝑠3, 𝑡1, 𝑡2} dan himpunan sisi 𝐸(𝑈3,2) = {{𝑠𝑖, 𝑠𝑖+1}; 𝑖 = 1, 2 ∪ {𝑠𝑖, 𝑡1}; 𝑖 =

1, 2, 3 ∪ {𝑡1, 𝑡2}} dan suatu subhimpunan 𝐿 ⊂ 𝑉(𝑈3,2). Diberikan partisi Π = {𝐿1, 𝐿2, 𝐿3} dari 

𝑉(𝑈3,2). Partisi Π merupakan partisi dengan 3 kelas komponen. Representasi dari setiap titik 

pada graf 𝑈3,2 terhadap Π adalah sebagai berikut: 

 

𝑟(𝑠1|Π) = (𝑑(𝑠1, 𝐿1), 𝑑(𝑠1, 𝐿2), 𝑑(𝑠1, 𝐿3)), 

𝑟(𝑠2|𝛱) = (𝑑(𝑠2, 𝐿1), 𝑑(𝑠2, 𝐿2), 𝑑(𝑠2, 𝐿3)), 

⋮ 
𝑟(𝑡2|𝛱) = (𝑑(𝑡2, 𝐿1), 𝑑(𝑡2, 𝐿2), 𝑑(𝑡2, 𝐿3)). 

 

Bila semua representasi dari setiap titik pada graf 𝑈3,2 berbeda terhadap Π, maka partisi 

Π disebut sebagai partisi pembeda dari 𝑈3,2. Sehingga, 𝑝𝑑(𝑈3,2) ≤ 3. 
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HASIL DAN PEMBAHASAN 
Pada bagian ini didiskusikan dimensi partisi pada graf payung 𝑈𝑚,𝑛(1) dengan 𝑚 ≥ 4 

dan 𝑛 ≥ 2 dan graf payung 𝑈𝑚,𝑛(2) dengan 𝑚 ≥ 3 dan 𝑛 ≥ 2.   

 

Dimensi Partisi pada Graf Payung 𝑼𝒎,𝒏(𝟏) 

 

Definisi 3. Graf payung yang dinotasikan dengan 𝑈𝑚,𝑛(1) adalah graf yang diperoleh dengan 

menggabungkan titik pusat dari sebuah graf roda 𝑊1,𝑛 ke salah satu titik ujung dari sebuah 

lintasan 𝑃𝑛. 

 

Berikut diberikan konstruksi graf payung berdasarkan Definisi 3. 

 
Gambar 1. 1 Konstruksi Graf Payung 𝑈𝑚,𝑛(1) 

Graf payung 𝑈𝑚,𝑛(1) merupakan graf terhubung yang terdiri dari himpunan titik 

𝑉 (𝑈𝑚,𝑛(1)) = {𝑠𝑖, 𝑡𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} dan himpunan sisi 𝐸 (𝑈𝑚,𝑛(1)) =

{{𝑠𝑖, 𝑠𝑖+1}; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 − 1 ∪ {𝑠1, 𝑠𝑚} ∪ {𝑠𝑖, 𝑡1}; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 ∪ {𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1}; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1}.  

 

Proposisi 4. Andaikan 𝑈4,𝑛(1) adalah graf payung dengan 𝑚 = 4 dan 𝑛 ≥ 2 maka 

𝑝𝑑 (𝑈4,𝑛(1)) = 3. 

 

Bukti. Andaikan 𝑈4,𝑛(1) adalah graf payung dengan himpunan titik 𝑉 (𝑈4,𝑛(1)) =

{𝑠𝑖, 𝑡𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 4; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} dengan 𝑛 ≥ 2. Akan ditunjukkan 𝑝𝑑 (𝑈4,𝑛(1)) = 3, yaitu 

dengan memperlihatkan bahwa 𝑝𝑑 (𝑈4,𝑛(1)) ≥ 3 dan 𝑝𝑑 (𝑈4,𝑛(1)) ≤ 3. Batas bawah 

dimensi partisi pada graf payung 𝑈4,𝑛(1) dapat diperoleh dengan menggunakan Teorema 1. 

Dari teorema tersebut diperoleh kontraposisinya yaitu jika 𝑝𝑑(𝐺) ≠ 2, maka graf 𝐺 ≠ 𝑃𝑛. 

Karena 𝑈4,𝑛(1) ≠ 𝑃𝑛, maka diperoleh 𝑝𝑑 (𝑈4,𝑛(1)) ≠ 2 atau dapat ditulis 𝑝𝑑 (𝑈4,𝑛(1)) ≥ 3. 

Selanjutnya, batas atas dimensi partisi pada graf payung 𝑈4,𝑛(1) dapat diperoleh dengan 

mengkonstruksi partisi pembeda Π. Andaikan Π = {L1, L2, 𝐿3} dengan 𝐿1 = {𝑠1, 𝑠2, 𝑡𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤
𝑛}, 𝐿2 = {𝑠3}, dan 𝐿3 = {𝑠4}, diperoleh bahwa representasi dari setiap titik pada graf 𝑈4,𝑛(1) 

terhadap Π berbeda, maka Π merupakan partisi pembeda. Jadi, 𝑝𝑑 (𝑈4,𝑛(1)) ≤ 3. Dari batas 

bawah dan batas atas tersebut, maka 𝑝𝑑 (𝑈4,𝑛(1)) = 3. 
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Teorema 5. Andaikan 𝑈𝑚,𝑛(1) adalah graf payung dengan 𝑚 ≥ 5 dan 𝑛 ≥ 2 maka 

𝑝𝑑 (𝑈𝑚,𝑛(1)) ≤  ⌈
𝑚

2
⌉. 

 

Bukti. Andaikan 𝑈𝑚,𝑛(1)  adalah graf payung dengan himpunan titik 𝑉(𝑈𝑚,𝑛(1)) =

{𝑠𝑖, 𝑡𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} dengan 𝑚 ≥ 5 dan 𝑛 ≥ 2. Akan ditunjukkan 𝑝𝑑 (𝑈𝑚,𝑛(1)) ≤

 ⌈
𝑚

2
⌉, yaitu dengan memperlihatkan dua kasus. 

Kasus 1. 𝑚 ganjil. 

Didefinisikan partisi Π = {L1, L2, 𝐿3, ⋯ , 𝐿
⌈

𝑚

2
⌉
} dari 𝑈𝑚,𝑛(1) dengan 𝐿1 = {𝑠1, 𝑠2, 𝑡𝑖; 1 ≤

𝑖 ≤ 𝑛}, 𝐿𝑖 = {𝑠𝑚−2, 𝑠𝑚−1}, untuk 2 ≤ 𝑖 ≤  ⌈
𝑚

2
⌉ − 1, dan 𝐿

⌈
𝑚

2
⌉

= {𝑠𝑚}. Karena representasi dari 

setiap titik pada graf 𝑈𝑚,𝑛(1) terhadap Π berbeda, maka Π merupakan partisi pembeda. Jadi, 

𝑝𝑑 (𝑈𝑚,𝑛(1)) ≤ ⌈
𝑚

2
⌉ untuk 𝑚 ganjil. 

Kasus 1. 𝑚 genap. 

Didefinisikan partisi Π = {L1, L2, 𝐿3, ⋯ , 𝐿
⌈

𝑚

2
⌉
} dari 𝑈𝑚,𝑛(1) dengan 𝐿1 = {𝑠1, 𝑠2, 𝑡𝑖; 1 ≤

𝑖 ≤ 𝑛} dan 𝐿𝑖 = {𝑠𝑚−1, 𝑠𝑚}, untuk 2 ≤ 𝑖 ≤  ⌈
𝑚

2
⌉. Karena representasi dari setiap titik pada graf 

𝑈𝑚,𝑛(1) terhadap Π berbeda, maka Π merupakan partisi pembeda. Jadi, 𝑝𝑑 (𝑈𝑚,𝑛(1)) ≤ ⌈
𝑚

2
⌉ 

untuk 𝑚 genap. 

Dari Kasus 1 dan Kasus 2 disimpulkan bahwa 𝑝𝑑 (𝑈𝑚,𝑛(1)) ≤  ⌈
𝑚

2
⌉ dengan 𝑚 ≥ 5 dan 

𝑛 ≥ 2. 

 

Proposisi 6. Andaikan 𝑈5,𝑛(1) adalah graf payung dengan 𝑚 = 5 dan 𝑛 ≥ 2 maka 

𝑝𝑑 (𝑈5,𝑛(1)) = 3. 

 

Bukti. Andaikan 𝑈5,𝑛(1) adalah graf payung dengan himpunan titik 𝑉 (𝑈5,𝑛(1)) =

{𝑠𝑖, 𝑡𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 5; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} dengan 𝑛 ≥ 2. Akan ditunjukkan 𝑝𝑑 (𝑈5,𝑛(1)) = 3, yaitu 

dengan memperlihatkan bahwa 𝑝𝑑 (𝑈5,𝑛(1)) ≥ 3 dan 𝑝𝑑 (𝑈5,𝑛(1)) ≤ 3. Batas bawah 

dimensi partisi pada graf payung 𝑈5,𝑛(1) dapat diperoleh dengan menggunakan Teorema 1. 

Dari teorema tersebut diperoleh kontraposisinya yaitu jika 𝑝𝑑(𝐺) ≠ 2, maka graf 𝐺 ≠ 𝑃𝑛. 

Karena 𝑈5,𝑛(1) ≠ 𝑃𝑛, maka diperoleh 𝑝𝑑 (𝑈5,𝑛(1)) ≠ 2 atau dapat ditulis 𝑝𝑑 (𝑈5,𝑛(1)) ≥ 3. 

Selanjutnya, batas atas dimensi partisi pada graf payung 𝑈5,𝑛(1) dapat diperoleh dengan 

mengkonstruksi partisi pembeda Π. Andaikan Π = {L1, L2, 𝐿3} dengan 𝐿1 = {𝑠1, 𝑠2, 𝑡𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤
𝑛}, 𝐿2 = {𝑠3, 𝑠4}, dan 𝐿3 = {𝑠5}, diperoleh bahwa representasi dari setiap titik pada graf 

𝑈5,𝑛(1) terhadap Π berbeda, maka Π merupakan partisi pembeda. Jadi, 𝑝𝑑 (𝑈5,𝑛(1)) ≤ 3. Dari 

batas bawah dan batas atas tersebut, maka 𝑝𝑑 (𝑈5,𝑛(1)) = 3. 

 

Proposisi 7. Andaikan 𝑈6,𝑛(1) adalah graf payung dengan 𝑚 = 6 dan 𝑛 ≥ 2 maka 

𝑝𝑑 (𝑈6,𝑛(1)) = 3. 
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Bukti. Andaikan 𝑈6,𝑛(1) adalah graf payung dengan himpunan titik 𝑉 (𝑈6,𝑛(1)) =

{𝑠𝑖, 𝑡𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 6; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} dengan 𝑛 ≥ 2. Akan ditunjukkan 𝑝𝑑 (𝑈6,𝑛(1)) = 3, yaitu 

dengan memperlihatkan bahwa 𝑝𝑑 (𝑈6,𝑛(1)) ≥ 3 dan 𝑝𝑑 (𝑈6,𝑛(1)) ≤ 3. Batas bawah 

dimensi partisi pada graf payung 𝑈6,𝑛(1) dapat diperoleh dengan menggunakan Teorema 1. 

Dari teorema tersebut diperoleh kontraposisinya yaitu jika 𝑝𝑑(𝐺) ≠ 2, maka graf 𝐺 ≠ 𝑃𝑛. 

Karena 𝑈6,𝑛(1) ≠ 𝑃𝑛, maka diperoleh 𝑝𝑑 (𝑈6,𝑛(1)) ≠ 2 atau dapat ditulis 𝑝𝑑 (𝑈6,𝑛(1)) ≥ 3. 

Selanjutnya, batas atas dimensi partisi pada graf payung 𝑈6,𝑛(1) dapat diperoleh dengan 

mengkonstruksi partisi pembeda Π. Andaikan Π = {L1, L2, 𝐿3} dengan 𝐿1 = {𝑠1, 𝑠2, 𝑡𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤
𝑛}, 𝐿2 = {𝑠3, 𝑠4}, dan 𝐿3 = {𝑠5, 𝑠6}, diperoleh bahwa representasi dari setiap titik pada graf 

𝑈6,𝑛(1) terhadap Π berbeda, maka Π merupakan partisi pembeda. Jadi, 𝑝𝑑 (𝑈6,𝑛(1)) ≤ 3. Dari 

batas bawah dan batas atas tersebut, maka 𝑝𝑑 (𝑈6,𝑛(1)) = 3. 

 

Dimensi Partisi pada Graf Payung 𝑼𝒎,𝒏(𝟐) 

 

Eakawinrujee and Trakultraipruk (2023) memberikan definisi graf payung sebagai 

berikut. 

 

Definisi 8. Graf payung yang dinotasikan dengan 𝑈𝑚,𝑛(2) adalah graf yang diperoleh dengan 

menggabungkan titik pusat dari sebuah graf kipas 𝐹1,𝑛 ke salah satu titik ujung dari sebuah 

lintasan 𝑃𝑛. 

 

Berikut diberikan konstruksi graf payung berdasarkan Definisi 8. 

 
Gambar 2. Konstruksi Graf Payung 𝑈𝑚,𝑛(2) 

Graf payung 𝑈𝑚,𝑛(2) merupakan graf terhubung yang terdiri dari himpunan titik 

𝑉 (𝑈𝑚,𝑛(2)) = {𝑠𝑖, 𝑡𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} dan himpunan sisi 𝐸 (𝑈𝑚,𝑛(2)) =

{{𝑠𝑖, 𝑠𝑖+1}; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 − 1 ∪ {𝑠𝑖, 𝑡1}; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 ∪ {𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1}; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1}. 

 

Proposisi 9. Andaikan 𝑈3,𝑛(2) adalah graf payung dengan 𝑚 = 3 dan 𝑛 ≥ 2 maka 

𝑝𝑑 (𝑈3,𝑛(2)) = 3. 

 

Bukti. Andaikan 𝑈3,𝑛(2) adalah graf payung dengan himpunan titik 𝑉 (𝑈3,𝑛(2)) =

{𝑠𝑖, 𝑡𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 3; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} dengan 𝑛 ≥ 2. Akan ditunjukkan 𝑝𝑑 (𝑈3,𝑛(2)) = 3, yaitu 

dengan memperlihatkan bahwa 𝑝𝑑 (𝑈3,𝑛(2)) ≥ 3 dan 𝑝𝑑 (𝑈3,𝑛(2)) ≤ 3. Batas bawah 

dimensi partisi pada graf payung 𝑈3,𝑛(2) dapat diperoleh dengan menggunakan Teorema 1. 
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Dari teorema tersebut diperoleh kontraposisinya yaitu jika 𝑝𝑑(𝐺) ≠ 2, maka graf 𝐺 ≠ 𝑃𝑛. 

Karena 𝑈3,𝑛(2) ≠ 𝑃𝑛, maka diperoleh 𝑝𝑑 (𝑈3,𝑛(2)) ≠ 2 atau dapat ditulis 𝑝𝑑 (𝑈3,𝑛(2)) ≥ 3. 

Selanjutnya, batas atas dimensi partisi pada graf payung 𝑈3,𝑛(2) dapat diperoleh dengan 

mengkonstruksi partisi pembeda Π. Andaikan Π = {L1, L2, 𝐿3} dengan 𝐿1 = {𝑠1, 𝑡𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤
𝑛}, 𝐿2 = {𝑠2}, dan 𝐿3 = {𝑠3}, diperoleh bahwa representasi dari setiap titik pada graf 𝑈3,𝑛(2) 

terhadap Π berbeda, maka Π merupakan partisi pembeda. Jadi, 𝑝𝑑 (𝑈3,𝑛(2)) ≤ 3. Dari batas 

bawah dan batas atas tersebut, maka 𝑝𝑑 (𝑈3,𝑛(2)) = 3. 

 

Proposisi 10. Andaikan 𝑈4,𝑛(2) adalah graf payung dengan 𝑚 = 4 dan 𝑛 ≥ 2 maka 

𝑝𝑑 (𝑈4,𝑛(2)) = 3. 

 

Bukti. Andaikan 𝑈4,𝑛(2) adalah graf payung dengan himpunan titik 𝑉 (𝑈4,𝑛(2)) =

{𝑠𝑖, 𝑡𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 4; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} dengan 𝑛 ≥ 2. Akan ditunjukkan 𝑝𝑑 (𝑈4,𝑛(2)) = 3, yaitu 

dengan memperlihatkan bahwa 𝑝𝑑 (𝑈4,𝑛(2)) ≥ 3 dan 𝑝𝑑 (𝑈4,𝑛(2)) ≤ 3. Batas bawah 

dimensi partisi pada graf payung 𝑈4,𝑛(2) dapat diperoleh dengan menggunakan Teorema 1. 

Dari teorema tersebut diperoleh kontraposisinya yaitu jika 𝑝𝑑(𝐺) ≠ 2, maka graf 𝐺 ≠ 𝑃𝑛. 

Karena 𝑈4,𝑛(2) ≠ 𝑃𝑛, maka diperoleh 𝑝𝑑 (𝑈4,𝑛(2)) ≠ 2 atau dapat ditulis 𝑝𝑑 (𝑈4,𝑛(2)) ≥ 3. 

Selanjutnya, batas atas dimensi partisi pada graf payung 𝑈4,𝑛(2) dapat diperoleh dengan 

mengkonstruksi partisi pembeda Π. Andaikan Π = {L1, L2, 𝐿3} dengan 𝐿1 = {𝑠1, 𝑡𝑖; 1 ≤ 𝑖 ≤
𝑛}, 𝐿2 = {𝑠2, 𝑠3}, dan 𝐿3 = {𝑠4}, diperoleh bahwa representasi dari setiap titik pada graf 

𝑈4,𝑛(2) terhadap Π berbeda, maka Π merupakan partisi pembeda. Jadi, 𝑝𝑑 (𝑈4,𝑛(2)) ≤ 3. Dari 

batas bawah dan batas atas tersebut, maka 𝑝𝑑 (𝑈4,𝑛(2)) = 3. 

 

Proposisi 11. Andaikan 𝑈5,𝑛(2) adalah graf payung dengan 𝑚 = 5 dan 𝑛 ≥ 2 maka 

𝑝𝑑 (𝑈5,𝑛(2)) = 3. 

 

Bukti. Andaikan 𝑈5,𝑛(2) adalah graf payung dengan himpunan titik 𝑉 (𝑈5,𝑛(2)) =

{𝑠𝑖, 𝑡𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 5; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} dengan 𝑛 ≥ 2. Akan ditunjukkan 𝑝𝑑 (𝑈5,𝑛(2)) = 3, yaitu 

dengan memperlihatkan bahwa 𝑝𝑑 (𝑈5,𝑛(2)) ≥ 3 dan 𝑝𝑑 (𝑈5,𝑛(2)) ≤ 3. Batas bawah 

dimensi partisi pada graf payung 𝑈5,𝑛(2) dapat diperoleh dengan menggunakan Teorema 1. 

Dari teorema tersebut diperoleh kontraposisinya yaitu jika 𝑝𝑑(𝐺) ≠ 2, maka graf 𝐺 ≠ 𝑃𝑛. 

Karena 𝑈5,𝑛(2) ≠ 𝑃𝑛, maka diperoleh 𝑝𝑑 (𝑈5,𝑛(2)) ≠ 2 atau dapat ditulis 𝑝𝑑 (𝑈5,𝑛(2)) ≥ 3. 

Selanjutnya, batas atas dimensi partisi pada graf payung 𝑈5,𝑛(2) dapat diperoleh dengan 

mengkonstruksi partisi pembeda Π. Andaikan Π = {L1, L2, 𝐿3} dengan 𝐿1 = {𝑠1, 𝑠5}, 𝐿2 =
{𝑠2, 𝑡𝑖; 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}, dan 𝐿3 = {𝑠3, 𝑠4, 𝑡1}, diperoleh bahwa representasi dari setiap titik pada 

graf 𝑈5,𝑛(2) terhadap Π berbeda, maka Π merupakan partisi pembeda. Jadi, 𝑝𝑑 (𝑈5,𝑛(2)) ≤ 3. 

Dari batas bawah dan batas atas tersebut, maka 𝑝𝑑 (𝑈5,𝑛(2)) = 3. 
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Proposisi 12. Andaikan 𝑈6,𝑛(2) adalah graf payung dengan 𝑚 = 6 dan 𝑛 ≥ 2 maka 

𝑝𝑑 (𝑈6,𝑛(2)) = 3. 

 

Bukti. Andaikan 𝑈6,𝑛(2) adalah graf payung dengan himpunan titik 𝑉 (𝑈6,𝑛(2)) =

{𝑠𝑖, 𝑡𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 6; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} dengan 𝑛 ≥ 2. Akan ditunjukkan 𝑝𝑑 (𝑈6,𝑛(2)) = 3, yaitu 

dengan memperlihatkan bahwa 𝑝𝑑 (𝑈6,𝑛(2)) ≥ 3 dan 𝑝𝑑 (𝑈6,𝑛(2)) ≤ 3. Batas bawah 

dimensi partisi pada graf payung 𝑈6,𝑛(2) dapat diperoleh dengan menggunakan Teorema 1. 

Dari teorema tersebut diperoleh kontraposisinya yaitu jika 𝑝𝑑(𝐺) ≠ 2, maka graf 𝐺 ≠ 𝑃𝑛. 

Karena 𝑈6,𝑛(2) ≠ 𝑃𝑛, maka diperoleh 𝑝𝑑 (𝑈6,𝑛(2)) ≠ 2 atau dapat ditulis 𝑝𝑑 (𝑈6,𝑛(2)) ≥ 3. 

Selanjutnya, batas atas dimensi partisi pada graf payung 𝑈6,𝑛(2) dapat diperoleh dengan 

mengkonstruksi partisi pembeda Π. Andaikan Π = {L1, L2, 𝐿3} dengan 𝐿1 = {𝑠1, 𝑠6}, 𝐿2 =
{𝑠2, 𝑡𝑖; 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}, dan 𝐿3 = {𝑠3, 𝑠4, 𝑠5, 𝑡1}, diperoleh bahwa representasi dari setiap titik pada 

graf 𝑈6,𝑛(2) terhadap Π berbeda, maka Π merupakan partisi pembeda. Jadi, 𝑝𝑑 (𝑈6,𝑛(2)) ≤ 3. 

Dari batas bawah dan batas atas tersebut, maka 𝑝𝑑 (𝑈6,𝑛(2)) = 3. 

 

Teorema 13. Andaikan 𝑈𝑚,𝑛(2) adalah graf payung dengan 𝑚 ≥ 7 dan 𝑛 ≥ 2 maka 

𝑝𝑑 (𝑈𝑚,𝑛(2)) ≤  ⌈
𝑚+2

2
⌉. 

 

Bukti. Andaikan 𝑈𝑚,𝑛(2)  adalah graf payung dengan himpunan titik 𝑉(𝑈𝑚,𝑛(2)) =

{𝑠𝑖, 𝑡𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} dengan 𝑚 ≥ 7 dan 𝑛 ≥ 2. Akan ditunjukkan 𝑝𝑑 (𝑈𝑚,𝑛(2)) ≤

 ⌈
𝑚+2

2
⌉, yaitu dengan memperlihatkan dua kasus. 

Kasus 1. 𝑚 ganjil. 

Didefinisikan partisi Π = {L1, L2, 𝐿3, ⋯ , 𝐿
⌈

𝑚+2

2
⌉
} dari 𝑈𝑚,𝑛(2) dengan 𝐿1 =

{𝑠1, 𝑠2, 𝑡1}, 𝐿𝑖 = {𝑠𝑚−2, 𝑠𝑚−1}, untuk 2 ≤ 𝑖 ≤  ⌈
𝑚

2
⌉ − 1, 𝐿

⌈
𝑚

2
⌉

= {𝑠𝑚}, dan 𝐿
⌈

𝑚+2

2
⌉

= {𝑡𝑖; 2 ≤ 𝑖 ≤

𝑛}. Karena representasi dari setiap titik pada graf 𝑈𝑚,𝑛(2) terhadap Π berbeda, maka Π 

merupakan partisi pembeda. Jadi, 𝑝𝑑 (𝑈𝑚,𝑛(2)) ≤ ⌈
𝑚+2

2
⌉ untuk 𝑚 ganjil. 

Kasus 1. 𝑚 genap. 

Didefinisikan partisi Π = {L1, L2, 𝐿3, ⋯ , 𝐿
⌈

𝑚+2

2
⌉
} dari 𝑈𝑚,𝑛(2) dengan 𝐿1 = {𝑠1, 𝑠2, 𝑡1}, 

𝐿𝑖 = {𝑠𝑚−2, 𝑠𝑚−1}, untuk 2 ≤ 𝑖 ≤  ⌈
𝑚

2
⌉ − 1, 𝐿

⌈
𝑚

2
⌉

= {𝑠𝑚}, dan 𝐿
⌈

𝑚+2

2
⌉

= {𝑡𝑖; 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}. 

Karena representasi dari setiap titik pada graf 𝑈𝑚,𝑛(2) terhadap Π berbeda, maka Π merupakan 

partisi pembeda. Jadi, 𝑝𝑑 (𝑈𝑚,𝑛(2)) ≤ ⌈
𝑚+2

2
⌉ untuk 𝑚 genap. 

Dari Kasus 1 dan Kasus 2 disimpulkan bahwa 𝑝𝑑 (𝑈𝑚,𝑛(2)) ≤  ⌈
𝑚+2

2
⌉ dengan 𝑚 ≥ 7 

dan 𝑛 ≥ 2. 

 

KESIMPULAN 
Pada penelitian ini dikaji dimensi partisi pada graf payung 𝑈𝑚,𝑛(1) dan 𝑈𝑚,𝑛(2). Graf 

payung 𝑈𝑚,𝑛(1) merupakan suatu graf hasil penggabungan sebuah graf roda 𝑊1,𝑛 dan sebuah 
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lintasan 𝑃𝑛. Graf payung 𝑈𝑚,𝑛(2) merupakan suatu graf hasil penggabungan sebuah graf kipas 

𝐹1,𝑛 dan sebuah lintasan 𝑃𝑛. Hasil-hasil yang diperoleh adalah sebagai berikut. 

Untuk graf payung 𝑈𝑚,𝑛(1) diperoleh:  

a. 𝑝𝑑 (𝑈4,𝑛(1)) = 3, 

b. 𝑝𝑑 (𝑈5,𝑛(1)) = 3, 

c. 𝑝𝑑 (𝑈6,𝑛(1)) = 3, dan 

d. 𝑝𝑑 (𝑈𝑚,𝑛(1)) ≤  ⌈
𝑚

2
⌉ untuk 𝑚 ≥ 5 dan 𝑛 ≥ 2. 

Untuk graf payung 𝑈𝑚,𝑛(2) diperoleh: 

a. 𝑝𝑑 (𝑈3,𝑛(2)) = 3, 

b. 𝑝𝑑 (𝑈4,𝑛(2)) = 3, 

c. 𝑝𝑑 (𝑈5,𝑛(2)) = 3, 

d. 𝑝𝑑 (𝑈6,𝑛(2)) = 3, dan 

e. 𝑝𝑑 (𝑈𝑚,𝑛(2)) ≤  ⌈
𝑚+2

2
⌉ untuk 𝑚 ≥ 7 dan 𝑛 ≥ 2. 

Pada penelitian ini diperoleh batas atas dimensi partisi pada graf payung 𝑈𝑚,𝑛(1) dan 

𝑈𝑚,𝑛(2), yaitu: 

𝑝𝑑 (𝑈𝑚,𝑛(1)) ≤  ⌈
𝑚

2
⌉ untuk 𝑚 ≥ 5, 𝑛 ≥ 2 dan 

𝑝𝑑 (𝑈𝑚,𝑛(2)) ≤  ⌈
𝑚+2

2
⌉ untuk 𝑚 ≥ 7, 𝑛 ≥ 2. 

Pada tahap selanjutnya penelitian dilanjutkan dengan fokus menentukan batas bawah berikut. 

𝑝𝑑 (𝑈𝑚,𝑛(1)) =  ⌈
𝑚

2
⌉ untuk 𝑚 ≥ 5 dan 

𝑝𝑑 (𝑈𝑚,𝑛(2)) =  ⌈
𝑚+2

2
⌉ untuk 𝑚 ≥ 7. 
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