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Abstrak. Penelitian ini bertujuan untuk mengkaji metode penalti yang digunakan dalam optimisasi linear.
Tujuan utamanya adalah mengidentifikasi kelebihan dan kekurangan dari setiap metode penalti, serta
menentukan konteks spesifik di mana setiap metode paling efektif. Penelitian ini termasuk dalam jenis riset
kepustakaan. Kajian dilakukan pada kasus-kasus yang sudah disiapkan untuk mendapatkan hasil optimal
dari setiap metode penalti. Metode penalti dan metode barrier saling terkait dalam optimisasi, terutama
dalam menangani masalah dengan kendala. Metode penalti digunakan untuk memulai pencarian solusi,
sedangkan metode barrier diterapkan pada tahap akhir untuk memperhalus solusi tersebut. Hal ini
dikarenakan metode penalti mampu memberikan solusi awal dengan cepat, yang kemudian dapat
disempurnakan menggunakan metode barrier untuk mendekati batas kendala dengan lebih baik.

Kata Kunci: Fungsi Barrier, Fungsi Penalti, Optimisasi, Program Non-linear.

Abstract. This research aims to examine the penalty methods used in linear optimization. The main
objective is to identify the advantages and disadvantages of each penalty method, as well as determine the
specific context in which each method is most effective. This research belongs to the literature research
type. The study is conducted on prepared cases to obtain the optimal result of each penalty method. Penalty
methods and barrier methods are interrelated in optimization, especially in handling problems with
constraints. The penalty method is used to start the solution search, while the barrier method is applied at
the final stage to refine the solution. This is because the penalty method is able to provide an initial solution
quickly, which can then be refined using the barrier method to better approach the constraint boundary.
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PENDAHULUAN

Operasi Riset (Research Operation) adalah cabang dari ilmu matematika terapan yang
berfokus pada optimisasi matematika. Terdapat dua jenis model optimisasi, yaitu model linear
dan non-linear. Model non-linear melibatkan variabel keputusan dalam fungsi tujuan yang
berbentuk kuadrat atau perkalian antara dua variabel keputusan (Hiller, Frederick S dan
Lieberman, 2001). Sementara itu, model program linear adalah salah satu metode dalam riset
operasi yang digunakan untuk menyelesaikan masalah dengan cara memaksimalkan atau
minimalkan fungsi tujuan yang memiliki kendala-kendala berbentuk linear (Rao, 2019).
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Optimisasi linear adalah cabang penting dari matematika yang berfokus pada
menemukan nilai maksimum atau minimum dari fungsi linear dengan sejumlah kendala.
Namun, dalam beberapa situasi, kendala yang dihadapi dapat bersifat non-linear, yang
menambah kompleksitas masalah. Meskipun banyak kasus optimisasi linear dapat diselesaikan
dengan cepat dan efisien menggunakan metode klasik seperti metode simplex, kendala non-
linear sering kali tidak memiliki solusi analitis yang sederhana, sehingga menyulitkan
penemuan solusi optimal dengan metode klasik yang biasanya efektif untuk kendala linear.
Algoritma yang biasa digunakan untuk menyelesaikan masalah optimisasi linear, seperti
metode simplex, tidak dapat diterapkan pada masalah non-linear. Dalam situasi ini, diperlukan
pendekatan yang mempertimbangkan sifat non-linear dari masalah untuk mencapai solusi
optimal.

Salah satu pendekatan untuk mengatasi masalah optimisasi linear dengan kendala non-
linear adalah metode penalti. Metode penalti adalah pendekatan efektif untuk menangani
masalah optimisasi dengan kendala, di mana kendala tersebut diterapkan sebagai "penalti"
dalam fungsi objektif untuk memastikan solusi yang dihasilkan memenuhi batasan yang
ditetapkan. Metode ini digunakan untuk menyelesaikan masalah pemrograman linear dan
nonlinear dengan membangun fungsi yang bergantung pada parameter penaltinya (Sitanggang,
R. P dan Sinaga, L. P, 2023). Prinsip dasar dari fungsi penalti adalah mengubah masalah yang
dibatasi (constrained) menjadi masalah yang tidak dibatasi (unconstrained) dengan
menambahkan parameter penalti ke dalam fungsi objektif. Metode ini telah diterapkan di
berbagai bidang, termasuk ilmu ekonomi, dan manajemen rantai pasokan. Di bidang ilmu
ekonomi, penalti digunakan dalam pengaturan mekanisme insentif dan pemodelan perilaku
agen ekonomi untuk mendorong kepatuhan terhadap aturan atau kebijakan tertentu. Sementara
dalam manajemen rantai pasokan, penggunaan penalti dapat mencegah keterlambatan
pengiriman atau memastikan kepatuhan terhadap standar kualitas tertentu, sehingga berperan
penting dalam menjaga efisiensi dan keberlanjutan operasional. Hal ini membuktikan bahwa
metode penalti adalah alat yang efektif untuk menangani masalah kompleks dan
mengoptimalkan hasil dalam berbagai konteks profesional dan akademis.

Penelitian ini bertujuan untuk melakukan kajian terhadap metode penalti yang digunakan
dalam optimisasi linear. Tujuan utama dari penelitian ini adalah untuk mengidentifikasi
kelebihan dan kekurangan masing-masing metode penalti, serta untuk menentukan situasi atau
konteks spesifik di mana masing-masing metode paling efektif digunakan. Dengan demikian,
penelitian ini diharapkan dapat menambah wawasan tentang penggunaan dari metode penalti
dalam menyelesaikan masalah optimisasi berkendala. Dalam penelitian ini, fokus utama adalah
perbandingan kinerja metode penalti dalam menyelesaikan masalah optimisasi linear dengan
kendala non-linear. Diharapkan bahwa hasil dari penelitian ini dapat memberikan kontribusi
yang signifikan bagi pengembangan dan pemahaman lebih lanjut tentang metode penalti pada
optimisasi linear dengan kendala non-linear.

METODE
Penelitian ini merupakan jenis penelitian/riset kepustakaan (library research). Penelitian

kepustakaan, atau yang sering disebut sebagai studi literatur, adalah metode penelitian yang

mengandalkan penelaahan dan analisis terhadap berbagai literatur yang relevan dengan topik
yang dibahas.
Berikut adalah prosedur yang akan dilakukan dalam penelitian ini:

1.  Mengidentifikasi bentuk model optimisasi dengan fungsi tujuan berbentuk fungsi linear
dan fungsi kendala berupa fungsi non-linear yang dikenal sebagai Nonlinear
Programming, yang mana bentuk dari formulasi masalahnya adalah:

Minimalkan atau Maksimalkan f(x) = c;x; + cox5 + -+ + Xy,
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dengan kendala hi(x)=0, i=12,..,1
gix) <0, j=1.2,..,m
x€X

dimana h;(x) dan g;(x) adalah fungsi kendala kesamaan dan ketaksamaan dan X adalah
himpunan ruang solusi yang memungkinkan.
Menentukan metode yang umum digunakan dan akan dibandingkan dalam penelitian ini
yaitu metode penalti dan metode barrier.
Metode Penalti:
Minimumkan f (x) + cP(x),
dimana c¢ adalah konstanta positif dan P adalah fungsi pada E™ yang memenuhi:
1. P adalah kontinu
ii. P(x) = 0untuk semua x € E™
iii. P(x) = 0 jika dan hanya jika x € S
Misalkan S didefinisikan oleh sejumlah batasan atau kendala ketidaksamaan:
S={x1g9;(x)<0,i=12,..,p}.
Fungsi penalti sangat berguna dalam hal ini, yang mana berbentuk:
Misalkan S didefinisikan oleh sejumlah batasan atau kendala ketidaksamaan:
S={x:g9i(x)<0,i=12,..,p}
Fungsi penalti sangat berguna dalam hal ini, yang mana berbentuk:
P

1
P() =5 ) (max0, g:(x)])’
i=1

Konvergensi Metode Penalti. Mempertimbangkan masalah optimisasi berkendala

Minimumkan f (x)

hi(x) =0, i=12..1

gix) <0, j=12,..,m

x €X

Teorema. Dimana f, g;,...,_gm, Nq,..., h; adalah fungsi kontinu di R™ dan X bukan
himpunan kosong di R". Misalkan masalah tersebut memiliki solusi optimal yang layak
x* dan misal P fungsi kontinu. Selanjutnya anggaplah bahwa untuk setiap c; terdapat
sebuah solusi x* € X untuk masalah minimum f(x) + ¢, P(x) tunduk pada x € X dan
{x*} terkandung dalam sebuah himpunan bagian yang kompak X. Maka limit X dari
setiap konvergen selanjutnya dari {x*} adalah sebuah solusi optimal untuk maslah asli
dan ¢, P(x*) > 0, ¢, — 0.

Algoritma Metode Penalti

Biasanya untuk menyelesaikan sebuah rangkaian masalah dengan nilai ¢ yang
meningkat secara berurutan, yaitu untuk 0 < ¢, < ¢j44; titik optimal x* untuk fungsi
tujuan yang dikenakan penalti f;, (x), submasalah pada iterasi ke-k, menjadi titik awal

untuk masalah berikutnya, dimana k = 1,2,... Untuk mendapatkan nilai x* yang
optimum, diasumsikan bahwa fungsi yang dipenalti memiliki solusi untuk semua cy.
Algoritma

Langkah 1: Dimulai dari solusi yang tidak layak/tidak mungkin x; dan c; yang sesuai.
Tetapkan k = 1.
Langkah 2: Temukan solusi optimal x, yang meminimalkan

f(x) + ¢y Z[max{o, gj(x)}]g

MES Vol. 10, No.1, Oktober 2024 | 36



Fajar Erin Siddik, Esther S.M. Nababan, Sawaluddin, Zahedi
Kajian Metode Penalti Pada Optimisasi Linear ...

Langkah 3: Uji apakah x; memenuhi semua batasan-batasan, yaitu sebuah titik yang
layak. Jika iya, hentikan prosedur. Jika tidak, dilanjutkan ke langkah 4.

Langkah 4: pilih nilai berikutnya dari parameter penalti ¢, yang memenuhi ¢y, > ¢
yaitu Cx4q1-qc, dimana a > 1 dan lanjutkan ke langkah 2. (Kemal, 2017).

Metode Barrier
Metode barrier bekerja dengan membuat penghalang pada batas wilayah atau
area layak yang mencegah prosedur pencarian meninggalkan area tersebut dengan kata
lain, proses pencarian akan berlangsung di area yang layak. Fungsi barrier adalah sebuah
fungsi B yang didefinisikan pada interior S sehingga:
1. B adalah kontinu
i. B(x)=0
iii. B(x) — oo saat x mendekati batas S.
Misalkan g;, i = 1,2, ..., p adalah fungsi-fungsi kontinu pada E™.
S={x:g;(x) <0, i=12,..,p}
adalah robust dan misalkan interior dari S adalah himpunan dari x dimana g;(x) < 0,
i =1,2,...,p. Maka fungsinya

1. Fungsi Invers
p

1
B0 = _z gi(x)

i=1

ii.  Fungsi Logaritma

p
BGO) = - ) logl-g:()]
i=1

Konvergensi Metode Barrier
Mempertimbangkan masalah optimisasi berkendala

Minimum f(x)

subject to g;(x) < 0, i=12,..,m

X €R"
Teorema. Misalkan f(x), g(x), dan B(x) adalah fungsi kontinu. Misalkan {x*} untuk
k = 1,2, ..., adalah sebuah urutan solusi dari fck (x). Misalkan ada sebuah solusi optimal
x* yang mana 1 N {x|g(x) < 0} # @, dimana n adalah sebuah ketetanggan dari x*.
Maka setiap titik batas X dari {x*} menyelesaikan masalah tersebut dengan ¢, B(x) - 0,
¢ = 0.

Algoritma Metode Barrier

Langkah 1: Dimulai dengan sebuah titik awal yang layak x;, sedemikian sehingga
gj(x1) <0, Vj. Untuk beberapa le > 0, Vj rumuskan masalah tanpa kendala dan
temukan x, minimum dengan menggunakan x; sebagai titik optimal. Tetapkan k = 1.
Langkah 2: pilih c}‘“ < C]-k (Vj) dimana c}‘“ = bcjk, b < 1, selesaikan masalah tanpa
kendala dengan menggunakan xj,; sebagai tebakan optimal dengan menggunakan
metode optimasi tanpa kendala. Tetapkan k = 1.

Langkah 3: Ulangi proses tersebut sehingga diperoleh deret menurun yang monoton {C]-k}
diperoleh.(Kemal, 2017).

Menentukan model masalah optimisasi linear dengan kendala non-linear dengan
menggunakan metode penalti dan metode barrier.

Menganalisis keoptimalan model optimisasi linear untuk melihat solusi yang optimal
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dengan menggunakan metode penalti dan metode barrier.
5. Menyelesaikan contoh kasus optimisasi linear dengan kendala non-linear dengan
menggunakan metode penalti dan metode barrier.
6.  Mengevaluasi kinerja masing-masing metode.
7.  Membandingkan kinerja keseluruhan masing-masing metode.
Menarik kesimpulan hasil analisis dari kasus optimisasi linear dengan kendala non-linear
menggunakan metode penalti dan metode barrier.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Contoh sederhana penggunaan fungsi penalti
Minimumkan f(x) = x
Subjectto g(x) =10 —x <0
XER

Perhatikan bahwa peminimalisir x* = 10

2
Solusi. definisikan P(x) = %[max{o, g;j(x)}] maka P(x) = 0, untuk x > 10 atau P(x) =
(10 — x)?2, untuk x < 10.
Jika P(x) = 0 maka solusi optimal untuk meminimalkan f.(x) = f(x) + cP(x) adalah x* =
—oo dan ini tidak mungkin. Jadi,
1
fi(x) =x+ Ec(lO — x)?

Karena fungsi ini berbentuk kuadrat, dengan menggunakan turunan pertama didapat,
fix)=1—-c(10 —x)

Cari nilai x dari turunannya 1-c(10—x)=0
1=1c¢(10 —x)
1
-=10—x
c

Maka kita peroleh x = 10 — %yang konvergen ke x* = 10 dan ¢ — oo.

Untuk lebih memahami pemakaian metode penalti akan digunakan contoh pada masalah
optimisasi linear dengan kendala non-linear berikut ini:

Minimumkan f(x) = x; + 2x,

subjectto g(x) =1 —+/x; —/x, <0
Solusi. Definisikan fungsi penalti P(x) = % [max{g(x), 0}]%. Dengan demikian,

P(x) = 0, untuk g(x) < 0dan P(x) = (1 — +/x; —+/x3)%, untuk g(x) = 0

Maka bentuk dari masalah tanpa kendalanya adalah:

Minimum f, (x) = x; + 2x; + ¢, P(x)
Jika P(x) = 0, maka solusi optimal untuk minimum f;, (x) = x; + 2x, + ¢, P(x) adadi x™ =
(0,0) dan ini tidak mungkin. Jadi

1
Je, () = x1 + 2x; + Ckz(l - \/x_1_ \/x_z)z
Selanjutnya dengan menggunakan syarat kondisi yang diperlukan untuk optimalitas yaitu
(Vf¢,(x) = 0) sehingga diperoleh,

Ofec, 1 —x1 —/x,
—=1-c =0
dx, 24/%1
af‘ck 1—vx1—vx2

=2 - Ck =0
0x, 2+/x5

Ini menyiratkan bahwa
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1—x1—+vx, 1
24/x4 e
1—/x1—+x, 2
2+/Xx5 e
Karena Vf, (x) =0 dan jika Vf, (x) =0 diperlukan syarat x; =2x,. Dengan
mensubtitusikan pada persamaan ini, diperoleh
2
1 d 1
X = —— an x, =
1++2 (\/§+1+i)2
\/E Ck Cx
Dimulai dengan ¢; = 0.1 maka diperoleh hasil sebagai berikut:
Tabel 1. Iterasi Metode Penalti

k Ck x] x5 g(xx) P(xy) P (xi) f () fck(xk)
1 0.1 0.00212  0.00055 0.93036 0.34523 0.034523 0.00322 0.03774
2 1 0.07276  0.02431 0.57434 0.16493 0.16493 0.12138 0.28631
3 10 0.27495  0.12627 0.12031 0.00724 0.0724 0.52749 0.59989
4 100 0.33524  0.16603 0.01353 0.000091 0.00915 0.6673 0.67645
5 1000 0.34234  0.17100 0.00138 0.00000095 0.00095 0.68434  0.68529
6 10000 0.34306 0.17152 0.000137 0.0000000094 0.000094 0.68610  0.68620
7 100000 0.34315 0.17157  0.0000084 0.000000000035 0.0000035  0.68628  0.686284

Dengan demikian solusi optimal adalah x* = (0.34315,0.17157), dengan nilai optimal
f(x*) = 0.6863. Dari tabel 1 dapat dilihat bahwa pencarian solusi x* pada metode penalti
terjadi diluar daerah yang tidak layak menuju daerah yang layak hingga mencapai solusi

optimal. Selain itu, jika fungsi f(x) + ¢ % (g(x))? diminimumkan untuk barisan nilai ¢ yang

meningkat, nilai minimum tanpa kendala x; konvergen ke solusi optimal dari masalah
berkendala dengan ¢ — oo. Metode penalti mudah diimplementasikan dan dipahami karena
hanya melibatkan penambahan fungsi penalti ke dalam fungsi tujuan. Metode ini dapat
digunakan untuk berbagai jenis masalah optimisasi, baik yang memiliki kendala kesamaan
maupun ketaksamaan. Namun, pemilihan parameter penalti yang tepat sangat penting.
Parameter penalti yang terlalu besar dapat memperlambat konvergensi dan tidak selalu
menjamin solusi optimal jika tidak dipilih dengan benar.

Penggunaan Metode Barrier

Contoh sederhana penggunaan fungsi barrier

Minimumkan f(x) = x
subjectto g(x) =10 —x <0
Solusi. diselesaikan dengan menggunakan fungsi invers sehingga fungsi barriernya yaitu,

B(x) =

10 — x

dengan x > 10 sebagai interval yang layak untuk masalah berkendala yang diberikan. Jadi
fungsinya dapat ditulis menjadi,

fe(x) = {(x) +cB(x)

X

X

(10 —x)
c

=0

~ (10— x)
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—x%2+10x =c
x*—10x+c¢=0
Selanjutnya persamaan kuadrat tersebut diselesaikan untuk memperoleh solusi optimum.

—-b+Vb2-4ac
2a

Dengan menggunakan rumus ], dalam persamaan tersebuta = 1, b = —10 dan ¢

adalah konstanta yang tidak diketahui. Maka diperoleh:

., 10+£+v100 —4c
X =
2
Nilai negatif membawa pada ketidakmungkinan, sehingga solusi optimumnya adalah
10 ++v100 — 4c
x* = 5 danc -0, x* > 10

Untuk lebih memahami pemakaian metode penalti akan digunakan contoh pada masalah
optimisasi linear dengan kendala non-linear berikut ini:
Minimumkan f(x) = x; + 2x,
subjectto g(x) =1 —+/x; —/x; <0
Solusi definisikan fungsi barrier, untuk masalah ini digunakan fungsi logaritma,
B(x) = —log[—g(x)] = —log[\/_+ \/_— 1]
Bentuk masalah tanpa kendalanya adalah:
Minimum f;, (x) = x; + 2x, — cilog[vx; +v/x; — 1]
Selanjutnya dengan menggunakan syarat kondisi yang diperlukan untuk optimalitas yaitu
(Vf¢,(x) = 0) sehingga diperoleh,

afck —1— Ck 0
0x; 2\/—(\/_+\/_— 1)
Oei _ 2 — =0

0x; 2\x, (\/_ + Vx, — 1)
Karena gradien Vf, (x) =0 dan jika Vf, (x) =0 diperlukan syarat x; = 2x,. Kita

subtitusikan pada persamaan ini, dengan demikian diperoleh:
4+ J16 + 4(6 + 4V2) (c?)
2(6 + 4v/2)

x1=

dan

16 + ste + 4(48 + 32v2)(cx?)

2(48 + 32+/2)
Karena tanda negatif mengarah pada ketidakmungkinan, maka:

4+ J16 +4(6 + 4V2)(c2)
2(6 + 4v/2)

x2=

x1=

dan

16 + ste + 4(48 + 32v2)(c,?)

2(48 + 32+/2)
Dimulai dengan ¢; = 10 maka diperoleh hasil sebagai berikut:

x2=
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Tabel 2. Iterasi Metode Barrier

k Ck xq X3 9(x) B(x) B (xy) f () fer, (k)
1 10 3.10553 1.12487 -1.8229 -0.2608 -2.608 5.35527 2.74727
2 1 0.51102 0.22026 -0.18418 0.73477 0.73477 0.95154 1.68631
3 0.1 0.34563 0.17220 -0.00287 2.54167 0.254167 0.69003 0.94420
4 0.01 0.34320 0.17160 -0.00008 4.10213 0.04102 0.68640 0.72742
5 0.001 0.34315 0.17160 -0.00004 4.4393 0.00444 0.68640 0.69084
6 0.0001 0.34315 0.17157 -0.000000156 6.80575 0.00068 0.68630 0.6870

Dengan demikian solusi optimal adalah x* = (0.34315,0.17157), dengan nilai optimal
f(x*) = 0.6863. Dari tabel 2 dapat dilihat bahwa setiap titik pada setiap iterasi berada pada
bagian dalam daerah layak, dan solusi akhir tetap berada pada bagian dalam daerah layak atau
disebut solusi interior. Jika fungsi f(x) — cilog [g(x)] diminimalkan untuk barisan nilai c
yang menurun, nilai minimum tanpa kendala x, konvergen ke solusi optimal dari masalah
berkendala dengan ¢ — 0. Metode barrier efektif untuk menangani kendala ketaksamaan,
cenderung lebih stabil dan konsisten dalam menemukan solusi optimal, dan menghasilkan
solusi yang lebih halus karena bekerja di dalam daerah yang layak. Namun, metode ini hanya
dapat digunakan untuk kendala ketaksamaan dan tidak efektif jika terdapat kendala kesamaan.
Selain itu, memerlukan penyesuaian parameter barrier yang tepat, karena nilai yang tidak
sesuai dapat menyebabkan konvergensi lambat atau bahkan kegagalan menemukan solusi.

KESIMPULAN

Metode penalti dianggap lebih baik daripada metode barrier karena mampu menangani
kendala kesamaan tanpa modifikasi dan tidak memerlukan titik awal yang layak. Menemukan
titik awal yang layak seringkali sulit dan memerlukan pencarian solusi yang tidak keluar dari
daerah layak. Metode penalti dan metode barrier berkaitan erat dalam optimisasi masalah
berkendala. Keduanya mengubah masalah berkendala menjadi masalah tanpa kendala, tetapi
dengan pendekatan berbeda. Metode penalti biasanya digunakan untuk memulai pencarian
solusi karena dapat memberikan solusi kasar dengan cepat, yang kemudian disempurnakan
menggunakan metode barrier yang lebih akurat dalam mendekati batas kendala.
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