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Abstrak. Model Navier-Stokes-Korteweg adalah model yang menggambarkan aliran fluida dua 
fase dalam kondisi transisi di antarmuka kedua fase tersebut yang sering disebut sebagai efek 
kapiler. Artikel ini bertujuan untuk mencari operator solusi dari model Navier-Stokes-Korteweg di 
half-space pada dimensi tiga (𝑹ା

𝟑 ) dengan syarat batas slip, melalui beberapa tahapan seperti 
mereduksi sistem persamaan resolvent tak homogen dari model Navier-Stokes-Korteweg menjadi 
sistem persamaan resolvent homogen dan melakukan transformasi fourier parsial pada sistem 
persamaan resolvent homogen tersebut untuk memperoleh sistem persamaan diferensial biasa. 
Berdasarkan artikel ini ditunjukkan bahwa terdapat operator solusi (𝜌, 𝒖) =
(𝒜଴(𝜆)ℱఒ

଴𝐹ଵ, ℬ଴(𝜆)ℱఒ
଴𝐹ଵ) dari persamaan resolvent model Navier-Stokes-Korteweg di 𝑹ା

𝟑  

dengan kondisi batas slip untuk kasus koefisien ቀ
ఓ ା ఔ

ଶ ఑
ቁ

ଶ

 − ቀ
ଵ

఑
ቁ = 0, 𝜅 ≠ 𝜇 𝜈. 

Kata Kunci: Half-Space, Navier-Stokes-Korteweg, Operator Solusi, Persamaan Resolvent 
 

Abstract. The Navier-Stokes-Korteweg model is a model that describes the flow of two-phase fluids 
in transitional conditions at the interface of the two phases often referred to as the capillary effect. 
This article aims to find the solution operator of the Navier-Stokes-Korteweg model in three 
dimensions half-space (𝑹ା

𝟑 ) with slip boundary conditions, through several steps such as reducing 
the non-homogeneous resolvent equation system of the Navier-Stokes-Korteweg model to a 
homogeneous resolvent system and performing partial Fourier transformation on the homogeneous 
resolvent system to obtain an ordinary differential equation system. Based on this article, it is shown 
that there exists a solution operator (𝜌, 𝒖) = (𝒜଴(𝜆)ℱఒ

଴𝐹ଵ, ℬ଴(𝜆)ℱఒ
଴𝐹ଵ) of the resolvent equation 

of the Navier-Stokes-Korteweg model in 𝑹ା
𝟑  with slip boundary conditions for the case of 

coefficients ቀ
ఓ ା ఔ

ଶ ఑
ቁ

ଶ

 − ቀ
ଵ

఑
ቁ = 0, 𝜅 ≠ 𝜇 𝑣. 
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PENDAHULUAN 

Fluida merupakan suatu zat yang mengalami perubahan secara kontinu (terus-menerus) 
apabila terkena tekanan atau gaya. Fluida memiliki dua sifat fisik yaitu viskositas (kekentalan) 
dan densitas (kerapatan). Viskositas diartikan sebagai ukuran kekentalan fluida yang 
menyatakan besarnya gesekan pada fluida. Sedangkan, densitas adalah massa per satuan 
volume pada suatu fluida.  

Berdasarkan densitasnya, fluida dikategorikan menjadi fluida termampatkan 
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(compressible fluid) dan fluida tidak termampatkan (incompressible fluid). Fluida 
termampatkan, densitasnya dapat mengalami perubahan secara siginifikan, di mana jika fluida 
tersebut menerima tekanan maka densitasnya akan meningkat begitu juga sebaliknya jika 
mengalami ekspansi maka densitasnya akan menurun, contohnya fluida dalam fase gas. 
Sedangkan untuk fluida tidak termampatkan, perubahan kerapatannya sangat kecil jika 
mengalami tekanan sehingga perubahan ini diabaikan dan dianggap densitasnya tetap konstan, 
contohnya fluida dalam fase cair.  

Salah satu model matematika yang menggambarkan aliran fluida termampatkan ialah 
model Navier-Stokes-Korteweg (NSK) yang umumnya digunakan dalam menggambarkan 
aliran gas dan cairan pada kondisi transisi, contohnya transisi air menjadi gas sebab perubahan 
suhu dan tekanan. Model ini adalah perluasan model Navier Stokes (NS) yang medeskripsikan 
model dasar aliran fluida termampatkan dalam fase gas. Perbedaan utama kedua model ini 
yaitu, penambahan pada tensor tegangan dengan konstanta kapilaritas (𝜅) yang biasa disebut 
sebagai konstanta kapiler.  

Penelitian mengenai model NSK telah dibahas sebelumnya oleh beberapa peneliti antara 
lain, (Liu et al., 2015) mempelajari efek kapilaritas fluida dan transisi dari fase gas ke cair 
dalam model NSK, (Danchin & Desjardis, 2001) menganalisis eksistensi dan keunikan dari 
smooth solution pada  model fluida isotermal termampatkan secara kapiler dan dapat 
diterapkan untuk fase model transisi, (Hattori & Li, 1996) menunjukkan keberadaan global 
solution sistem NSK dalam dimensi tinggi dengan data awal yang kecil, (Haspot, 2011) 
membuktikan adanya global weak solution dalam model isotermal umum cairan kapiler dan 
dapat diterapkan untuk fase model transisi, (Kotschote, 2008) membahas eksistensi dan 
keunikan solusi lokal yang kuat dalam model NSK isotermal, dan penelitian (Saito, 2019) 
menunjukkan keberadaan keluarga operator solusi R-bounded pada model NSK di 𝐑ା

𝟑  dengan 
kondisi batas 𝐧 ∙ ∇𝜌 = 𝑔 dan 𝐮 = 0.  

Artikel ini juga merujuk pada penelitian (Inna, Maryani, & Saito, 2020) yang membahas 

model NSK di half-space (𝐑ା
𝐍 ) dengan syarat batas slip untuk kasus koefisien ቀ

ఓ ା ఔ

ଶ ఑
ቁ

ଶ

 −

ቀ
ଵ

఑
ቁ < 0 dan ቀ

ఓ ା ఔ

ଶ ఑
ቁ

ଶ

 − ቀ
ଵ

఑
ቁ > 0 dengan 𝜅 ≠ 𝜇 𝜈. Selain itu, telah dianalisis juga kasus 

koefisien ቀ
ఓ ା ఔ

ଶ ఑
ቁ

ଶ

 − ቀ
ଵ

఑
ቁ > 0, 𝜅 = 𝜇 𝜈 pada model NSK di 𝐑ା

𝐍  dengan kondisi batas slip oleh 

(Inna, Fauziah, Manaqib, & Maya, 2023). Lalu, (Inna dan Saito, 2023) menganalisis 
keberadaan solusi lokal model NSK yang melibatkan variabel waktu 𝑡 dengan kondisi batas 
slip. Kemudian, penelitian model NSK di 𝐑ା

𝟑  dengan syarat batas slip dibahas oleh (Salsabila, 

Inna, Liebenlito, & Purnomowati, 2024) untuk kasus koefisien ቀ
ఓ ା ఔ

ଶ ఑
ቁ

ଶ

 − ቀ
ଵ

఑
ቁ < 0 dan 

ቀ
ఓ ା ఔ

ଶ ఑
ቁ

ଶ

 − ቀ
ଵ

఑
ቁ > 0 dengan 𝜅 ≠ 𝜇 𝜈 dan oleh (Prayugo, Inna, Mahmudi, & Damiati, 2024) 

untuk kasus koefisien ቀ
ఓ ା ఔ

ଶ ఑
ቁ

ଶ

 − ቀ
ଵ

఑
ቁ > 0, 𝜅 = 𝜇 𝜈. Selanjutnya, (Inna S., 2024) menganalisis 

lebih lanjut keberadaan R-bounded dari operator solusi dalam model NSK di 𝐑ା
𝐍  dengan 

kondisi batas slip. 
Sedangkan artikel ini, akan berfokus dalam menganalis model Navier-Stokes-Korteweg 

di domain terbatas half-space pada dimensi tiga (𝐑ା
𝟑 ) dengan syarat batas slip pada kasus 

koefisien ቀ
ஜ ା ஝

ଶ ச
ቁ

ଶ

 − ቀ
ଵ

ச
ቁ = 0, κ ≠ μ ν, sehingga persamaan (1) resolvent dirumuskan sebagai 

berikut, 
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𝜆𝜌 + ቆ∑
డ

డೞೕ

𝑢௝
ଷ
௝ୀଵ ቇ = 𝑑 di 𝐑ା

𝟑

𝜆𝑢ଵ − 𝜇 ቆ∑
డమ

డೞೕ
మ

ଷ
௝ୀଵ ቇ 𝑢ଵ − 𝑣

డ

డೞభ

ቆ∑
డ

డೞೕ

𝑢௝
ଷ
௝ୀଵ ቇ − 𝜅

డ

డೞభ

ቆ∑
డమ

డೞೕ
మ

ଷ
௝ୀଵ ቇ 𝜌 = 𝑓ଵ di 𝐑ା

𝟑

𝜆𝑢ଶ − 𝜇 ቆ∑
డమ

డೞೕ
మ

ଷ
௝ୀଵ ቇ 𝑢ଶ − 𝑣

డ

డೞమ

ቆ∑
డ

డೞೕ

𝑢௝
ଷ
௝ୀଵ ቇ − 𝜅

డ

డೞమ

ቆ∑
డమ

డೞೕ
మ

ଷ
௝ୀଵ ቇ 𝜌 = 𝑓ଶ di 𝐑ା

𝟑

𝜆𝑢ଷ − 𝜇 ቆ∑
డమ

డೞೕ
మ

ଷ
௝ୀଵ ቇ 𝑢ଷ − 𝑣

డ

డೞయ

ቆ∑
డ

డೞೕ

𝑢௝
ଷ
௝ୀଵ ቇ − 𝜅

డ

డೞయ

ቆ∑
డమ

డೞೕ
మ

ଷ
௝ୀଵ ቇ 𝜌 = 𝑓ଷ di 𝐑ା

𝟑

൭
0
0

−1
൱ ∙

⎝

⎜⎜
⎛

డ

డೞభ

డ

డೞమ

డ

డೞయ⎠

⎟⎟
⎞

𝜌 = 𝑔 pada 𝐑𝟎
𝟑

డ

డೞయ

𝑢ଵ +
డ

డೞభ

𝑢ଷ = ℎଵ pada 𝐑𝟎
𝟑

డ

డೞయ

𝑢ଶ +
డ

డೞమ

𝑢ଷ = ℎଶ pada 𝐑𝟎
𝟑

𝑢ଷ = ℎଷ pada 𝐑𝟎
𝟑⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎫

  

dengan 
𝐑ା

𝟑 = {𝑠 = (𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ) ∈ 𝐑𝟑, 𝑠ଷ > 0},

𝐑𝟎
𝟑 = {𝑠 = (𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ) ∈ 𝐑𝟑, 𝑠ଷ = 0},

 

𝜆 menyatakan parameter resolvent di 𝐂ା = {𝑧 ∈ 𝐂|𝓡𝐳 > 0}, koefisien kapiler dinotasikan 
dengan 𝜅, dan koefisien viskositas dinotasikan dengan 𝜇 dan 𝜈. Sedangkan, 𝐮 = 𝐮(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ) =

൫𝑢ଵ(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ), 𝑢ଶ(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ), 𝑢ଷ(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ)൯
𝖳
 merupakan fungsi vektor dan 𝜌 = 𝜌(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ) 

adalah fungsi skalar yang masing-masing menyatakan kecepatan dan massa jenis fluida. 

Kemudian, (0,0, −1)𝖳 ∙ ൬
డ

డೞభ

,
డ

డೞమ

,
డ

డೞయ

൰ 𝜌 = 𝑔, 
డ

డೞయ

𝑢ଵ +
డ

డೞభ

𝑢ଷ = ℎଵ, 
డ

డೞయ

𝑢ଶ +
డ

డೞమ

𝑢ଷ = ℎଶ, dan 

𝑢ଷ = ℎଷ adalah syarat batas slip dengan 𝐧 = (0,0, −1)𝖳 merupakan vektor normal satuan dan 
mengarah ke luar dari 𝐑𝟎

𝟑 . 
 
METODE PENELITIAN  

Untuk membuktikan eksistensi operator solusi dari sistem persamaan resolvent (1) akan 
dilakukan langkah-langkah berikut ini. Pertama, mereduksi sistem persamaaan resolvent (1) 
tak homogen di 𝐑ା

𝟑  menggunakan pendekatan solusi operator di whole-space (𝐑𝟑) dengan 
Eksistensi Genap dan Eksistensi Ganjil, maka didapat sistem persamaan resolvent homogen 
pada 𝐑ା

𝟑 . Kemudian, menyelesaikan sistem persamaan homogen tersebut dengan melakukan 
transformasi fourier parsial, lalu membuktikan bahwa terdapat operator solusi dari sistem 
persamaan homogen di 𝐑ା

𝟑 . Terakhir, menjumlahkan operator solusi dari sistem persamaan 
homogen tersebut dengan operator solusi pada 𝐑ା

𝟑 . 
 

HASIL DAN PEMBAHASAN 
Sebelumnya akan dijelaskan beberapa notasi khusus pada artikel ini, misalkan 𝐑, 𝐍, dan 

𝐂 berturut-turut menyatakan himpunan bilangan real, himpunan bilangan asli, dan himpunan 
bilangan kompleks. Misalkan definisikan 𝑞 ∈ [1, ∞) maka 𝐿௤(𝐑ା

𝟑 ) dan 𝑊௤
௠(𝐑ା

𝟑 ) masing-
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masing merupakan ruang Lebesgue dan ruang Sobolev di 𝐑ା
𝟑  dengan 𝑚 ∈ 𝐍 dan untuk 𝑚 = 0 

maka 𝑊௤
଴(𝐑ା

𝟑 ) = 𝐿௤(𝐑ା
𝟑 ), sehingga norma dari ruang Sobolev 𝑊௤

௡(𝐑ା
𝟑 ) dengan 𝑛 ∈ 𝐍𝟎, 𝐍𝟎 =

𝐍 ∪ {0} dinotasikan sebagai ‖∙‖ௐ೜
೙൫𝐑శ

𝟑 ൯ yang menyatakan panjang vektor dari ruang Sobolev. 

Misalkan 𝑋 dan 𝑌 adalah ruang Banach, maka 𝑋௠ untuk 𝑚 ∈ 𝐍 adalah hasil perkalian 𝑋 
sebanyak 𝑚 dan norma dari 𝑋௠ ditulis sebagai ‖∙‖௑. Himpunan operator linear dari 𝑋 ke 𝑌 
dinotasikan sebagai ℒ(𝑋, 𝑌) sedangkan himpunan operator linear dari 𝑋 ke 𝑋 dinotasikan 
sebagai ℒ(𝑋). Kemudian, untuk suatu domain 𝑈 ⊂ 𝐂, Hol൫𝑈, ℒ(𝑋, 𝑌)൯ merupakan himpunan 
dari fungsi holomorfik bernilai ℒ(𝑋, 𝑌) dan terdefinisi pada 𝑈.  

Dalam memperoleh operator solusi dari sistem persamaan (1), diterapkan pendekatan 
solusi dari sistem persamaan di whole-space (𝐑𝟑). Berikut ini adalah sistem persamaan (2) 
yang menyatakan sistem persamaan pada 𝐑𝟑 yaitu,  

𝜆𝜌 + ቆ∑
డ

డೞೕ

𝑢௝
ଷ
௝ୀଵ ቇ = 𝑑 di 𝐑𝟑

𝜆𝑢ଵ − 𝜇 ቆ∑
డమ

డೞೕ
మ

ଷ
௝ୀଵ ቇ 𝑢ଵ − 𝑣

డ

డೞభ

ቆ∑
డ

డೞೕ

𝑢௝
ଷ
௝ୀଵ ቇ − 𝜅

డ

డೞభ

ቆ∑
డమ

డೞೕ
మ

ଷ
௝ୀଵ ቇ 𝜌 = 𝑓ଵ di 𝐑𝟑

𝜆𝑢ଶ − 𝜇 ቆ∑
డమ

డೞೕ
మ

ଷ
௝ୀଵ ቇ 𝑢ଶ − 𝑣

డ

డೞమ

ቆ∑
డ

డೞೕ

𝑢௝
ଷ
௝ୀଵ ቇ − 𝜅

డ

డೞమ

ቆ∑
డమ

డೞೕ
మ

ଷ
௝ୀଵ ቇ 𝜌 = 𝑓ଶ di 𝐑𝟑

𝜆𝑢ଷ − 𝜇 ቆ∑
డమ

డೞೕ
మ

ଷ
௝ୀଵ ቇ 𝑢ଷ − 𝑣

డ

డೞయ

ቆ∑
డ

డೞೕ

𝑢௝
ଷ
௝ୀଵ ቇ − 𝜅

డ

డೞయ

ቆ∑
డమ

డೞೕ
మ

ଷ
௝ୀଵ ቇ 𝜌 = 𝑓ଷ di 𝐑𝟑

⎭
⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎫

  

dengan 𝐑𝟑 = {𝑠|𝑠 = (𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ)}.  
Selanjutnya, definisikan ruang pada fungsi ruas kanan untuk sistem persamaan (2), yakni 𝐅𝟏 =
(𝑑, 𝑓ଵ, 𝑓ଶ, 𝑓ଷ) berikut, 

𝑋௤
ଵ(𝐑𝟑)  = 𝑊௤

ଵ(𝐑𝟑)  × 𝐿௤(𝐑𝟑)  × 𝐿௤(𝐑𝟑) × 𝐿௤(𝐑𝟑). 
Lalu, definisikan 𝔛௤

ଵ (𝐑𝟑) dan ℱఒ
ଵ𝐅𝟏 sebagai berikut, 

𝔛௤
ଵ (𝐑𝟑) = 𝐿௤(𝐑𝟑)஺ dengan 𝐴 = (𝑁 + 1) + 𝑁 = (3 + 1) + 1 = 7, 

ℱఒ
ଵ𝐅𝟏 = ൬

డ

డೞభ

𝑑,
డ

డೞమ

𝑑,
డ

డೞయ

𝑑, 𝜆
భ

మ𝑑, 𝑓ଵ, 𝑓ଶ, 𝑓ଷ൰ ∈ 𝔛௤
ଵ (𝐑𝟑). 

Berdasarkan penelitian (Saito, 2019), dapat dibuktikan teorema berikut, 
Teorema 1. Misalkan 𝑞 ∈ (1, ∞) dan asumsikan bahwa 𝜇, 𝜈, dan 𝜅 adalah konstanta positif, 
maka untuk setiap 𝜆 ∈ 𝑪ା terdapat operator 𝒜ଵ(𝜆) dan ℬଵ(𝜆) dengan,   

𝒜ଵ(𝜆) ∈ 𝐻𝑜𝑙 ቀ𝑪ା, ℒ ቀ𝔛௤
ଵ (𝑹𝟑), 𝑊௤

ଷ(𝑹𝟑)ቁ ቁ, 

ℬଵ(𝜆) ∈ 𝐻𝑜𝑙൫𝑪ା, ℒ൫𝔛௤
ଵ (𝑹𝟑), 𝑊௤

ଶ(𝑹𝟑)ଷ൯ ൯, 
sehingga untuk setiap 𝑭𝟏 = (𝑑, 𝑓ଵ, 𝑓ଶ, 𝑓ଷ) ∈ 𝑋௤

ଵ(𝑹𝟑) diperoleh operator solusi tunggal 
(𝜌, 𝒖) = ൫𝒜ଵ(𝜆)ℱఒ

ଵ𝑭𝟏, ℬଵ(𝜆)ℱఒ
ଵ𝑭𝟏൯ dari sistem persamaan (2). 

Selanjutnya bagian ini, akan menujukkan proses dalam pembuktian eksistensi dari 
operator solusi pada sistem persamaan (1). Didefinisikan ruang pada fungsi ruas kanan untuk 
sistem persamaan (1), 𝐅𝟐 = (𝑑, 𝑓ଵ, 𝑓ଶ, 𝑓ଷ, 𝑔, ℎଵ, ℎଶ, ℎଷ) yaitu, 

𝑋௤
ଶ(𝐑ା

𝟑 )  = 𝑊௤
ଵ(𝐑ା

𝟑 ) × 𝐿௤(𝐑ା
𝟑 )ଷ × 𝑊௤

ଶ(𝐑ା
𝟑 ) × 𝑊௤

ଵ(𝐑ା
𝟑 )ଶ × 𝑊௤

ଶ(𝐑ା
𝟑 ). 

Kemudian, definisikan 𝔛௤
ଶ(𝐑ା

𝟑 ) dan ℱఒ
ଶ𝐅𝟐 sebagai berikut, 

𝔛௤
ଶ(𝐑ା

𝟑 ) = 𝐿௤(𝐑ା
𝟑 )஻ dengan 

𝐵 = (𝑁 + 1) + 𝑁 + (𝑁ଶ + 𝑁 + 1) + (𝑁 − 1)(𝑁 + 1) + (𝑁ଶ + 𝑁 + 1)  
 = (3 + 1) + 3 + (3ଶ + 3 + 1) + (3 − 1)(3 + 1) + (3ଶ + 3 + 1) = 41,  

ℱఒ
ଶ𝐅𝟐 = ൬

డ

డೞభ

𝑑,
డ

డೞమ

𝑑,
డ

డೞయ

𝑑, 𝜆
భ

మ𝑑൰ , 𝑓ଵ, 𝑓ଶ, 𝑓ଷ,  
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డమ

డೞభ
మ 𝑔

డమ
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డమ
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డమ

డೞయ
మ 𝑔

⎠

⎟
⎟
⎞

, 𝜆
భ

మ
డ

డೞభ

𝑔, 𝜆
భ

మ
డ

డೞమ

𝑔, 𝜆
భ

మ
డ

డೞయ

𝑔, 𝜆𝑔

⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

,  

 ൬
డ

డೞభ

ℎଵ,
డ

డೞమ

ℎଵ,
డ

డೞయ

ℎଵ,
డ

డೞభ

ℎଶ,
డ

డೞమ

ℎଶ,
డ

డೞయ

ℎଶ, 𝜆
భ

మℎଵ, 𝜆
భ

మℎଶ൰,  

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

⎝

⎜
⎜
⎛

డమ

డೞభ
మ ℎଷ

డమ
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ℎଷ
డమ

డೞభడೞయ

ℎଷ

డమ
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ℎଷ
డమ

డೞమ
మ ℎଷ

డమ

డೞమడೞయ

ℎଷ

డమ

డೞభడೞయ

ℎଷ
డమ

డೞమడೞయ

ℎଷ
డమ

డೞయ
మ ℎଷ ⎠

⎟
⎟
⎞

, 𝜆
భ

మ
డ

డೞభ

ℎଷ, 𝜆
భ

మ
డ

డೞమ

ℎଷ, 𝜆
భ

మ
డ

డೞయ

ℎଷ, 𝜆ℎଷ

⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

∈ 𝔛௤
ଶ(𝐑ା

𝟑 ).  

Membuktikan eksistensi operator solusi dari sistem persamaan (1) merupakan tujuan 
utama dari artikel ini atau dengan kata lain membuktikan teorema berikut,   
Teorema 2. Misalkan 𝑞 ∈ (1, ∞) dan asumsikan bahwa 𝜇, 𝜈, dan 𝜅 adalah konstanta positif 

yang memenuhi ቀ
ఓ ା ఔ

ଶ ఑
ቁ

ଶ

 − ቀ
ଵ

఑
ቁ = 0, 𝜅 ≠ 𝜇 𝜈, maka untuk setiap 𝜆 ∈ 𝑪ା terdapat operator 

𝒜଴(𝜆) dan ℬ଴(𝜆) dengan,   

𝒜଴(𝜆) ∈ 𝐻𝑜𝑙 ቀ𝑪ା, ℒ ቀ𝔛௤
ଶ(𝐑ା

𝟑 ), 𝑊௤
ଷ(𝐑ା

𝟑 )ቁ ቁ, 

ℬ଴(𝜆) ∈ 𝐻𝑜𝑙൫𝑪ା, ℒ൫𝔛௤
ଶ(𝐑ା

𝟑 ), 𝑊௤
ଶ(𝐑ା

𝟑 )ଷ൯ ൯, 
sehingga untuk setiap 𝑭𝟐 = (𝑑, 𝑓ଵ, 𝑓ଶ, 𝑓ଷ, 𝑔, ℎଵ, ℎଶ, ℎଷ) ∈ 𝑋௤

ଶ(𝐑ା
𝟑 ) diperoleh operator solusi 

tunggal (𝜌, 𝒖) = ൫𝒜଴(𝜆)ℱఒ
଴𝑭𝟏, ℬ଴(𝜆)ℱఒ

଴𝑭𝟏൯ dari sistem persamaan (1).  
Untuk membuktikan Teorema 2 terdapat beberapa tahapan yaitu,  

 
Reduksi Sistem 

Misalkan 𝑢௝ = 𝑚௝ untuk 𝑗 = 1,2, dan 𝑢ଷ = 𝑚ଷ + ℎଷ maka diperoleh sistem persamaan 
(3) dari sistem persamaan (1) yaitu, 

𝜆𝜌 + ቆ∑
డ

డೞೕ

𝑚௝
ଷ
௝ୀଵ ቇ = 𝑑ሚ di 𝐑ା

𝟑

𝜆𝑚ଵ − 𝜇 ቆ∑
డమ

డೞೕ
మ

ଷ
௝ୀଵ ቇ 𝑚ଵ − 𝑣

డ

డೞభ

ቆ∑
డ

డೞೕ

𝑚௝
ଷ
௝ୀଵ ቇ − 𝜅

డ

డೞభ

ቆ∑
డమ

డೞೕ
మ

ଷ
௝ୀଵ ቇ 𝜌 = 𝑓ሚଵ di 𝐑ା

𝟑

𝜆𝑚ଶ − 𝜇 ቆ∑
డమ

డೞೕ
మ

ଷ
௝ୀଵ ቇ 𝑚ଶ − 𝑣

డ

డೞమ

ቆ∑
డ

డೞೕ

𝑚௝
ଷ
௝ୀଵ ቇ − 𝜅

డ

డೞమ

ቆ∑
డమ

డೞೕ
మ

ଷ
௝ୀଵ ቇ 𝜌 = 𝑓ሚଶ di 𝐑ା

𝟑

𝜆𝑚ଷ − 𝜇 ቆ∑
డమ

డೞೕ
మ

ଷ
௝ୀଵ ቇ 𝑚ଷ − 𝑣

డ

డೞయ

ቆ∑
డ

డೞೕ

𝑚௝
ଷ
௝ୀଵ ቇ − 𝜅

డ

డೞయ

ቆ∑
డమ

డೞೕ
మ

ଷ
௝ୀଵ ቇ 𝜌 = 𝑓ሚଷ di 𝐑ା

𝟑

−
డ

డೞయ

𝜌 = 𝑔 pada 𝐑𝟎
𝟑

డ

డೞయ

𝑚ଵ +
డ

డೞభ

𝑚ଷ = ℎ෨ଵ pada 𝐑𝟎
𝟑

డ

డೞయ

𝑚ଶ +
డ

డೞమ

𝑚ଷ = ℎ෨ଶ pada 𝐑𝟎
𝟑

𝑚ଷ = 0 pada 𝐑𝟎
𝟑⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
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dengan 𝑑ሚ = 𝑑 −
డ

డೞయ

ℎଷ, 𝑓ሚଵ = 𝑓ଵ + 𝑣
డ

డೞభ

൬
డ

డೞయ

ℎଷ൰ , 𝑓ሚଶ = 𝑓ଶ + 𝑣
డ

డೞమ

൬
డ

డೞయ

ℎଷ൰ , 𝑓ሚଷ = 𝑓ଷ − 𝜆ℎଷ +

𝜇 ቆ∑
డమ

డೞೕ
మ

ଷ
௝ୀଵ ቇ ℎଷ + 𝑣

డ

డೞయ

൬
డ

డೞయ

ℎଷ൰ , ℎ෨ଵ = ℎଵ −
డ

డೞభ

ℎଷ, dan ℎ෨ଶ =  ℎଶ −
డ

డೞమ

ℎଷ. 

Selanjutnya, mereduksi sistem persamaan (3) terhadap (𝑑, 𝑓ଵ, 𝑓ଶ, 𝑓ଷ) = (0,0,0,0) 
menggunakan pendekatan solusi operator pada 𝐑𝟑 dengan Eksistensi Genap dan Eksistensi 
Ganjil. Untuk suatu fungsi 𝑓 = 𝑓(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ) ∈ 𝐑ା

𝟑 , misalkan 𝐸௘ adalah operator Ekstensi 
Genap dan 𝐸଴ merupakan operator Ekstensi Ganjil yang didefinisikan sebagai berikut, 

𝐸௘𝑓 = 𝐸௘𝑓(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ) = ൜
𝑓(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ), (𝑠ଷ > 0),

𝑓(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, −𝑠ଷ), (𝑠ଷ < 0),
  

𝐸଴𝑓 = 𝐸଴𝑓(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ) = ൜
𝑓(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ), (𝑠ଷ > 0),

−𝑓(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, −𝑠ଷ), (𝑠ଷ < 0).
  

Kemudian, definisikan eksistensi dari fungsi vektor 𝐟 = (𝑓ଵ, 𝑓ଶ, 𝑓ଷ)𝖳 dengan 
𝐄𝐟 = (𝐸௘𝑓ଵ, 𝐸௘𝑓ଶ, 𝐸଴𝑓ଷ)𝖳 (4) 

dengan catatan 𝐸௘ ∈ ℒ൫𝑊௤
ଵ(𝐑ା

𝟑 ), 𝑊௤
ଵ(𝐑𝟑)൯ dan 𝐄 ∈ ℒ൫𝐿௤(𝐑ା

𝟑 )ଷ, 𝐿௤(𝐑𝟑)ଷ൯. 
Misalkan, ൫𝑑ሚ, 𝑓ሚଵ, 𝑓ሚଶ, 𝑓ሚଷ൯ adalah fungsi dalam sistem persamaan (3) yang ada pada ruang 

𝑊௤
ଵ(𝐑ା

𝟑 ) × 𝐿௤(𝐑ା
𝟑 )ଷ. Sementara itu, 𝒜ଵ(𝜆)ℱఒ

ଵ𝐅ଵ dan ℬଵ(𝜆)ℱఒ
ଵ𝐅ଵ =

൫ℬଵ
ଵ(𝜆)ℱఒ

ଵ𝐅ଵ, ℬଶ
ଵ(𝜆)ℱఒ

ଵ𝐅ଵ, ℬଷ
ଵ(𝜆)ℱఒ

ଵ𝐅ଵ൯
𝖳
 merupakan operator solusi yang ada dalam Teorema 

1 pada 𝐑𝟑. Selanjutnya, definisikan operator 𝐾 dan 𝐐 yaitu, 
𝐾 = 𝒜ଵ(𝜆)ℱఒ

ଵ൫𝐸௘𝑑ሚ, 𝐸௘𝑓ଵ
෩ , 𝐸௘𝑓ଶ

෩ , 𝐸଴𝑓ଷ
෩ ൯, 𝐐 = ℬଵ(𝜆)ℱఒ

ଵ൫𝐸௘𝑑ሚ. 𝐸௘𝑓ଵ
෩ , 𝐸௘𝑓ଶ

෩ , 𝐸଴𝑓ଷ
෩ ൯. (5) 

Kemudian, definisikan operator 𝐻 = 𝐻(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ) dan 𝐏 = 𝐏(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ) =

൫𝑃ଵ(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ), 𝑃ଶ(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ), 𝑃ଷ(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ)൯ berturut-turut sebagai berikut, 

𝐻 = 𝐾(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, −𝑠ଷ), 𝐏 = ൫𝑄ଵ(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, −𝑠ଷ), 𝑄ଶ(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ), −𝑄ଷ(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, −𝑠ଷ)൯
𝖳
. (6) 

Sehingga diperoleh, 
𝑃ଷ(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ) = −𝑄ଷ(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, −𝑠ଷ). (7) 

Substitusi operator 𝐻 dan 𝐏 ke sistem persamaan (3). Maka, diperoleh sistem persamaan (3) 
baris pertama yaitu, 

൭𝜆𝐻 + ቆ∑
డ

డೞೕ

𝑃௝
ଷ
௝ୀଵ ቇ൱ (𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ)  = ൭𝜆𝐾 + ቆ∑

డ

డೞೕ

𝑄௝
ଷ
௝ୀଵ ቇ൱ (𝑠ଵ, 𝑠ଶ, −𝑠ଷ)  

= 𝐸௘𝑑ሚ(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, −𝑠ଷ) = 𝐸௘𝑑ሚ(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ).   
Selanjutnya, diperoleh sistem persamaan (3) baris kedua sampai keempat sebagai berikut,   

ቆ𝜆𝑃ଵ − 𝜇 ቆ∑
డమ

డೞೕ
మ

ଷ
௝ୀଵ ቇ 𝑃ଵ − 𝑣

డ

డೞభ

ቆ∑
డ

డೞೕ

𝑃௝
ଷ
௝ୀଵ ቇ − 𝜅

డ

డೞభ

ቆ∑
డమ

డೞೕ
మ

ଷ
௝ୀଵ ቇ 𝐻ቇ (𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ)  

= ቆ𝜆𝑄ଵ − 𝜇 ቆ∑
డమ

డೞೕ
మ

ଷ
௝ୀଵ ቇ 𝑄ଵ − 𝑣

డ

డೞభ

ቆ∑
డ

డೞೕ

𝑄௝
ଷ
௝ୀଵ ቇ − 𝜅

డ

డೞభ

ቆ∑
డమ

డೞೕ
మ

ଷ
௝ୀଵ ቇ 𝐾ቇ (𝑠ଵ, 𝑠ଶ, −𝑠ଷ)  

= 𝐸௘𝑓ଵ
෩ (𝑠ଵ, 𝑠ଶ, −𝑠ଷ) = 𝐸௘𝑓ଵ

෩ (𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ),  
 

ቆ𝜆𝑃ଶ − 𝜇 ቆ∑
డమ

డೞೕ
మ

ଷ
௝ୀଵ ቇ 𝑃ଶ − 𝑣

డ

డೞమ

ቆ∑
డ

డೞೕ

𝑃௝
ଷ
௝ୀଵ ቇ − 𝜅

డ

డೞమ

ቆ∑
డమ

డೞೕ
మ

ଷ
௝ୀଵ ቇ 𝐻ቇ (𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ)  

= ቆ𝜆𝑄ଶ − 𝜇 ቆ∑
డమ

డೞೕ
మ

ଷ
௝ୀଵ ቇ 𝑄ଶ − 𝑣

డ

డೞమ

ቆ∑
డ

డೞೕ

𝑄௝
ଷ
௝ୀଵ ቇ − 𝜅

డ

డೞమ

ቆ∑
డమ

డೞೕ
మ

ଷ
௝ୀଵ ቇ 𝐾ቇ (𝑠ଵ, 𝑠ଶ, −𝑠ଷ)  

= 𝐸௘𝑓ଶ
෩ (𝑠ଵ, 𝑠ଶ, −𝑠ଷ) = 𝐸௘𝑓ଶ

෩ (𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ),  
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ቆ𝜆𝑃ଷ − 𝜇 ቆ∑
డమ

డೞೕ
మ

ଷ
௝ୀଵ ቇ 𝑃ଷ − 𝑣

డ

డೞయ

ቆ∑
డ

డೞೕ

𝑃௝
ଷ
௝ୀଵ ቇ − 𝜅

డ

డೞయ

ቆ∑
డమ

డೞೕ
మ

ଷ
௝ୀଵ ቇ 𝐻ቇ (𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ)  

= ቆ𝜆𝑄ଷ − 𝜇 ቆ∑
డమ

డೞೕ
మ

ଷ
௝ୀଵ ቇ 𝑄ଷ − 𝑣

డ

డೞయ

ቆ∑
డ

డೞೕ

𝑄௝
ଷ
௝ୀଵ ቇ − 𝜅

డ

డೞయ

ቆ∑
డమ

డೞೕ
మ

ଷ
௝ୀଵ ቇ 𝐾ቇ (𝑠ଵ, 𝑠ଶ, −𝑠ଷ)  

= −𝐸଴𝑓ଷ
෩ (𝑠ଵ, 𝑠ଶ, −𝑠ଷ) = 𝐸଴𝑓ଷ

෩ (𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ).  
Akibatnya, operator 𝐻 dan 𝐏 juga termasuk operator solusi pada 𝐑𝟑, sehingga 

berdasarkan ketunggalan solusi pada 𝐑𝟑 maka didapat 
𝑃ଵ(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ) = 𝑄ଵ(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ)

𝑃ଶ(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ) = 𝑄ଶ(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ)

𝑃ଷ(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ) = 𝑄ଷ(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ)
ቑ  (8) 

Dengan demikian, berdasarkan persamaan (7) dan (8) didapat 𝑄ଷ(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ) =
−𝑄ଷ(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, −𝑠ଷ), sehingga ketika 𝑠ଷ = 0 maka 𝑄ଷ(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 0) = −𝑄ଷ(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 0) jika dan hanya 
jika 𝑄ଷ(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 0) = 0.  

Misalkan 𝜌 = 𝐾 + 𝜌෤ dan 𝐦 = 𝐐 + 𝐦෥ = (𝑄ଵ + 𝑚෥ଵ, 𝑄ଶ + 𝑚෥ଶ, 𝑄ଷ + 𝑚෥ଷ). Substitusi 
persamaan 𝜌 dan 𝐦 ke sistem persamaan (3) maka sistem persamaan homogen (9) didapat 

𝜆𝜌෤ + ቆ∑
డ

డೞ಻

𝑚෥௃
ଷ
௃ୀଵ ቇ = 0 di 𝐑ା

𝟑

𝜆𝑚෥ଵ − 𝜇 ቆ∑
డమ

డೞ಻
మ

ଷ
௃ୀଵ ቇ 𝑚෥ଵ − 𝑣

డ

డೞభ

ቆ∑
డ

డೞ಻

𝑚෥௃
ଷ
௃ୀଵ ቇ − 𝜅

డ

డೞభ

ቆ∑
డమ

డೞ಻
మ

ଷ
௃ୀଵ ቇ 𝜌෤ = 0 di 𝐑ା

𝟑

𝜆𝑚෥ଶ − 𝜇 ቆ∑
డమ

డೞ಻
మ

ଷ
௃ୀଵ ቇ 𝑚෥ଶ − 𝑣

డ

డೞమ

ቆ∑
డ

డೞ಻

𝑚෥௃
ଷ
௃ୀଵ ቇ − 𝜅

డ

డೞమ

ቆ∑
డమ

డೞ಻
మ

ଷ
௃ୀଵ ቇ 𝜌෤ = 0 di 𝐑ା

𝟑

𝜆𝑚෥ଷ − 𝜇 ቆ∑
డమ

డೞ಻
మ

ଷ
௃ୀଵ ቇ 𝑚෥ଷ − 𝑣

డ

డೞయ

ቆ∑
డ

డೞ಻

𝑚෥௃
ଷ
௃ୀଵ ቇ − 𝜅

డ

డೞయ

ቆ∑
డమ

డೞ಻
మ

ଷ
௃ୀଵ ቇ 𝜌෤ = 0 di 𝐑ା

𝟑

డ

డೞయ

𝜌෤ = −𝑔෤ pada 𝐑𝟎
𝟑

డ

డೞయ

𝑚෥ଵ +
డ

డೞభ

𝑚෥ଷ = ℎ෨෨ଵ pada 𝐑𝟎
𝟑

డ

డೞయ

𝑚෥ଶ +
డ

డೞమ

𝑚෥ଷ = ℎ෨ଶ pada 𝐑𝟎
𝟑

𝑚෥ଷ = 0 pada 𝐑𝟎
𝟑⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎫

  

dengan 𝑔෤ = 𝑔 +
డ

డೞయ

𝒜ଵ(𝜆)ℱఒ
ଵ൫𝐸௘𝑑ሚ, 𝐸௘𝑓ଵ

෩ , 𝐸௘𝑓ଶ
෩ , 𝐸଴𝑓ଷ

෩ ൯,  

ℎ෨෨ଵ = ℎ෨ଵ −
డ

డೞయ

ℬଵ
ଵ(𝜆)ℱఒ

ଵ൫𝐸௘𝑑ሚ, 𝐸௘𝑓ଵ
෩ , 𝐸௘𝑓ଶ

෩ , 𝐸଴𝑓ଷ
෩ ൯ −

డ

డೞభ

ℬଷ
ଵ(𝜆)ℱఒ

ଵ൫𝐸௘𝑑ሚ, 𝐸௘𝑓ଵ
෩ , 𝐸௘𝑓ଶ

෩ , 𝐸଴𝑓ଷ
෩ ൯, 

ℎ෨෨ଶ = ℎ෨ଶ −
డ

డೞయ

ℬଶ
ଵ(𝜆)ℱఒ

ଵ൫𝐸௘𝑑ሚ, 𝐸௘𝑓ଵ
෩ , 𝐸௘𝑓ଶ

෩ , 𝐸଴𝑓ଷ
෩ ൯ −

డ

డೞమ

ℬଷ
ଵ(𝜆)ℱఒ

ଵ൫𝐸௘𝑑ሚ, 𝐸௘𝑓ଵ
෩ , 𝐸௘𝑓ଶ

෩ , 𝐸଴𝑓ଷ
෩ ൯. 

 
Penyelesaian Sistem Persamaan Homogen di 𝐑ା

𝟑   
Pada sistem persamaan (9) dapat disederhanakan menjadi sistem persamaan (10) berikut, 
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𝜆𝜌 + ቆ∑
డ

డೞ಻

𝑚௃
ଷ
௃ୀଵ ቇ = 0 di 𝐑ା

𝟑

𝜆𝑚ଵ − 𝜇 ቆ∑
డమ

డೞ಻
మ

ଷ
௃ୀଵ ቇ 𝑚ଵ − 𝑣

డ

డೞభ

ቆ∑
డ

డೞ಻

𝑚௃
ଷ
௃ୀଵ ቇ − 𝜅

డ

డೞభ

ቆ∑
డమ

డೞ಻
మ

ଷ
௃ୀଵ ቇ 𝜌 = 0 di 𝐑ା

𝟑

𝜆𝑚ଶ − 𝜇 ቆ∑
డమ

డೞ಻
మ

ଷ
௃ୀଵ ቇ 𝑚ଶ − 𝑣

డ

డೞమ

ቆ∑
డ

డೞ಻

𝑚௃
ଷ
௃ୀଵ ቇ − 𝜅

డ

డೞమ

ቆ∑
డమ

డೞ಻
మ

ଷ
௃ୀଵ ቇ 𝜌 = 0 di 𝐑ା

𝟑

𝜆𝑚ଷ − 𝜇 ቆ∑
డమ

డೞ಻
మ

ଷ
௃ୀଵ ቇ 𝑚ଷ − 𝑣

డ

డೞయ

ቆ∑
డ

డೞ಻

𝑚௃
ଷ
௃ୀଵ ቇ − 𝜅

డ

డೞయ

ቆ∑
డమ

డೞ಻
మ

ଷ
௃ୀଵ ቇ 𝜌 = 0 di 𝐑ା

𝟑

డ

డೞయ

𝜌 = −𝑔 pada 𝐑𝟎
𝟑

డ

డೞయ

𝑚ଵ +
డ

డೞభ

𝑚ଷ = ℎଵ pada 𝐑𝟎
𝟑

డ

డೞయ

𝑚ଶ +
డ

డೞమ

𝑚ଷ = ℎଶ pada 𝐑𝟎
𝟑

𝑚ଷ = 0 pada 𝐑𝟎
𝟑⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎫

  

Pada sistem persamaan (10), untuk fungsi di ruas kanan 𝐆 = (𝑔, ℎଵ, ℎଶ), didefinisikan 
ruang 𝐆 yaitu, 

𝒴௤(𝐑ା
𝟑 ) = 𝑊௤

ଶ(𝐑ା
𝟑 ) × 𝑊௤

ଵ(𝐑ା
𝟑 ) × 𝑊௤

ଵ(𝐑ା
𝟑 ).  

Lalu, definisikan 𝑌௤
ଶ(𝐑ା

𝟑 ) dan 𝒢ఒ𝐆 sebagai berikut, 
𝑌௤

ଶ(𝐑ା
𝟑 ) = 𝐿௤(𝐑ା

𝟑 )஼ dengan  
𝐶 = (𝑁ଶ + 𝑁 + 1) + (𝑁 − 1)(𝑁 + 1) = (3ଶ + 3 + 1) + (3 − 1)(3 + 1) = 21, 

𝒢ఒ𝐆 = 
 

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

⎝

⎜
⎜
⎛

డమ

డೞభ
మ 𝑔

డమ

డೞభడೞమ

𝑔
డమ

డೞభడೞయ

𝑔

డమ

డೞభడೞమ

𝑔
డమ

డೞమ
మ 𝑔

డమ

డೞమడೞయ

𝑔

డమ

డೞభడೞయ

𝑔
డమ

డೞమడೞయ

𝑔
డమ

డೞయ
మ 𝑔

⎠

⎟
⎟
⎞

. 𝜆
భ

మ
డ

డೞభ

𝑔, 𝜆
భ

మ
డ

డೞమ

𝑔, 𝜆
భ

మ
డ

డೞయ

𝑔, 𝜆𝑔

⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

,   

൬
డ

డೞభ

ℎଵ,
డ

డೞమ

ℎଵ,
డ

డೞయ

ℎଵ,
డ

డೞభ

ℎଶ,
డ

డೞమ

ℎଶ,
డ

డೞయ

ℎଶ, 𝜆
భ

మℎଵ, 𝜆
భ

మℎଶ൰ ∈ 𝑌௤
ଶ(𝐑ା

𝟑 ).    

Perhatikan teorema berikut ini yang akan digunakan dalam melengkapi pembuktikan 
Teorema 2. 
Teorema 3. Misalkan 𝑞 ∈ (1, ∞) dan asumsikan bahwa 𝜇, 𝜈, dan 𝜅  adalah konstanta positif 

yang memenuhi ቀ
ఓ ା ఔ

ଶ ఑
ቁ

ଶ

 − ቀ
ଵ

఑
ቁ = 0, 𝜅 ≠ 𝜇 𝜈, maka untuk setiap 𝜆 ∈ 𝑪ା terdapat operator 

𝒜ଶ(𝜆) dan ℬଶ(𝜆) dengan,   

𝒜ଶ(𝜆) ∈ 𝐻𝑜𝑙 ቀ𝑪ା, ℒ ቀ𝑌௤
ଶ(𝑹ା

𝟑 ), 𝑊௤
ଷ(𝑹ା

𝟑 )ቁ ቁ, 

ℬଶ(𝜆) ∈ 𝐻𝑜𝑙൫𝑪ା, ℒ൫𝑌௤
ଶ(𝑹ା

𝟑 ), 𝑊௤
ଶ(𝑹ା

𝟑 )ଷ൯ ൯, 
sehingga untuk setiap 𝑮 = (𝑔, ℎଵ, ℎଶ) ∈ 𝒴௤(𝑹ା

𝟑 ), diperoleh operator solusi tunggal (𝜌, 𝒎) =

(𝒜ଶ(𝜆)𝒢ఒ𝑮, ℬଶ(𝜆)𝒢ఒ𝑮) dari sistem persamaan (10). 
 
Pembuktian 

Sebelumnya, akan diperkenalkan dahulu definisi dari transformasi fourier parsial dan 
invers transformasi fourier parsial yaitu,  
Definisi 4. Diberikan fungsi 𝑓  yang terdefinisi di 𝑹𝟑, maka didefinisikan transformasi fourier 
parsial dari 𝑓 = 𝑓(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ) sebagai berikut, 
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𝑓መ = 𝑓መ(𝜉ଵ, 𝜉ଶ, 𝑠ଷ) = ℱ[𝑓](𝜉ଵ, 𝜉ଶ, 𝑠ଷ) = ∫ ∫ 𝑓(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ)𝑒ି௜(కభ,కమ)∙(௦భ,௦మ)𝑑௦భ
𝑑௦మோோ

  
dan definisi invers transformasi fourier parsial dari 𝑓 yaitu, 

ℱ(కభ,కమ)
ିଵ ൣ𝑓መ(𝜉ଵ, 𝜉ଶ, 𝑠ଷ)൧(𝑠ଵ, 𝑠ଶ) =

ଵ

(ଶగ)మ ∫ ∫ 𝑓(𝑠ଵ, 𝑠ଶ, 𝑠ଷ)𝑒ି௜(కభ,కమ)∙(௦భ,௦మ)𝑑కభ
𝑑కమோோ

.  

Selanjutnya, misalkan 𝜑 = ቆ∑
డ

డೞ಻

𝑚௃
ଷ
௃ୀଵ ቇ kemudian terapkan transformasi fourier 

parsial pada sistem persamaan (10) maka didapat sistem persamaan diferensial biasa yaitu, 
𝜆𝜌ො + 𝜑ො = 0, 𝑠ଷ > 0, (11) 

𝜆𝑚ෝଵ − 𝜇 ቆ
డమ

డೞయ
మ − (𝜉ଵ

ଶ + 𝜉ଶ
ଶ)ቇ 𝑚ෝଵ − 𝑣𝑖𝜉ଵ𝜑ො − 𝜅𝑖𝜉ଵ ቆ

డమ

డೞయ
మ − (𝜉ଵ

ଶ + 𝜉ଶ
ଶ)ቇ 𝜌ො = 0, 𝑠ଷ > 0,  (12) 

𝜆𝑚ෝଶ − 𝜇 ቆ
డమ

డೞయ
మ − (𝜉ଵ

ଶ + 𝜉ଶ
ଶ)ቇ 𝑚ෝଶ − 𝑣𝑖𝜉ଶ𝜑ො − 𝜅𝑖𝜉ଶ ቆ

డమ

డೞయ
మ − (𝜉ଵ

ଶ + 𝜉ଶ
ଶ)ቇ 𝜌ො = 0, 𝑠ଷ > 0,  (13) 

𝜆𝑚ෝଷ − 𝜇 ቆ
డమ

డೞయ
మ − (𝜉ଵ

ଶ + 𝜉ଶ
ଶ)ቇ 𝑚ෝଷ − 𝑣

డ

డೞయ

𝜑ො − 𝜅
డ

డೞయ

ቆ
డమ

డೞయ
మ − (𝜉ଵ

ଶ + 𝜉ଶ
ଶ)ቇ 𝜌ො = 0, 𝑠ଷ > 0,  (14) 

dengan syarat batas 
డ

డೞయ

𝜌ො(0) = −𝑔ො(0), (15) 
డ

డೞయ

𝑚ෝଵ(0) + 𝑖𝜉ଵ𝑚ෝଷ(0) = ℎ෠ଵ(0), (16) 
డ

డೞయ

𝑚ෝଶ(0) + 𝑖𝜉ଶ𝑚ෝଷ(0) = ℎ෠ଶ(0), (17) 

𝑚ෝଷ(0) = 0, (18) 
di mana 

𝜑ො = 𝑖𝜉ଵ𝑚ෝଵ + 𝑖𝜉ଶ𝑚ෝଶ +
డ

డ𝑠య

𝑚ෝଷ.  (19) 

Pada persamaan (11) dapat ditulis sebagai 

𝜌ො = −
ఝෝ

ఒ
.  (20) 

Kemudian, substitusi persamaaan (20) ke persamaan (12), (13), (14), dan syarat batas (15) 
sehingga diperoleh berturut-turut persamaan (21), (22), (23), dan (24) berikut, 

𝜆ଶ𝑚ෝଵ − 𝜆𝜇 ቆ
డమ

డೞయ
మ − (𝜉ଵ

ଶ + 𝜉ଶ
ଶ)ቇ 𝑚ෝଵ − 𝑖𝜉ଵ ൭𝑣𝜆 − 𝜅 ቆ

డమ

డೞయ
మ − (𝜉ଵ

ଶ + 𝜉ଶ
ଶ)ቇ൱ 𝜑ො = 0, 𝑠ଷ > 0,  

𝜆ଶ𝑚ෝଶ − 𝜆𝜇 ቆ
డమ

డೞయ
మ − (𝜉ଵ

ଶ + 𝜉ଶ
ଶ)ቇ 𝑚ෝଶ − 𝑖𝜉ଶ ൭𝑣𝜆 − 𝜅 ቆ

డమ

డೞయ
మ − (𝜉ଵ

ଶ + 𝜉ଶ
ଶ)ቇ൱ 𝜑ො = 0, 𝑠ଷ > 0,  

𝜆ଶ𝑚ෝଷ − 𝜆𝜇 ቆ
డమ

డೞయ
మ − (𝜉ଵ

ଶ + 𝜉ଶ
ଶ)ቇ 𝑚ෝଷ −

డ

డೞయ

൭𝑣𝜆 − 𝜅 ቆ
డమ

డೞయ
మ − (𝜉ଵ

ଶ + 𝜉ଶ
ଶ)ቇ൱ 𝜑ො = 0, 𝑠ଷ > 0,  

డ

డೞయ

𝜑ො(0) = 𝜆𝑔ො(0).  

Selanjutnya, kalikan persamaan (21) dengan 𝑖𝜉ଵ dan persamaan (22) dengan 𝑖𝜉ଶ serta turunkan 
persamaan (23) terhadap 𝑠ଷ. Kemudian sederhanakan hasil persamaan tersebut berdasarkan 
persamaan (19) sehingga diperoleh, 

𝜆ଶ𝜑ො − 𝜆(𝜇 + 𝑣) ቆ
డమ

డೞయ
మ − (𝜉ଵ

ଶ + 𝜉ଶ
ଶ)ቇ 𝜑ො + 𝜅 ቆ

డమ

డೞయ
మ − (𝜉ଵ

ଶ + 𝜉ଶ
ଶ)ቇ

ଶ

𝜑ො = 0, 𝑠ଷ > 0.  (25) 

Berdasarkan persamaan (25), definisikan fungsi polinomial 𝑃ఒ(𝑡) yaitu, 

𝑃ఒ(𝑡) = 𝜆ଶ − 𝜆(𝜇 + 𝑣) ቀ𝑡ଶ − (𝜉ଵ
ଶ + 𝜉ଶ

ଶ)ቁ + 𝜅 ቀ𝑡ଶ − (𝜉ଵ
ଶ + 𝜉ଶ

ଶ)ቁ
ଶ

= 0, 𝑠ଷ > 0  (26) 

sehingga diperoleh sistem persamaan diferensial biasa yakni, 
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𝑃ఒ ൬
డ

డೞయ

൰ 𝜑ො = 0, 𝑠ଷ > 0.  (27) 

Misalkan 𝜔ఒ
ଶ = |𝜉ᇱ|ଶ + 𝜇ିଵ𝜆, maka |𝜉ᇱ|ଶ = 𝜔ఒ

ଶ − 𝜇ିଵ𝜆. Substitusi persamaan |𝜉ᇱ|ଶ pada 
persamaan (21), (22), dan (23), didapat 

𝜆𝜇 ൬
డమ

డೞయ
మ − 𝜔ఒ

ଶ൰ 𝑚ෝଵ + 𝑖𝜉ଵ ൭𝑣𝜆 − 𝜅 ቆ
డమ

డೞయ
మ − (𝜉ଵ

ଶ + 𝜉ଶ
ଶ)ቇ൱ 𝜑ො = 0, 𝑠ଷ > 0,  (28) 

𝜆𝜇 ൬
డమ

డೞయ
మ − 𝜔ఒ

ଶ൰ 𝑚ෝଶ + 𝑖𝜉ଶ ൭𝑣𝜆 − 𝜅 ቆ
డమ

డೞయ
మ − (𝜉ଵ

ଶ + 𝜉ଶ
ଶ)ቇ൱ 𝜑ො = 0, 𝑠ଷ > 0,  (29) 

𝜆𝜇 ൬
డమ

డೞయ
మ − 𝜔ఒ

ଶ൰ 𝑚ෝଷ +
డ

డೞయ

൭𝑣𝜆 − 𝜅 ቆ
డమ

డೞయ
మ − (𝜉ଵ

ଶ + 𝜉ଶ
ଶ)ቇ൱ 𝜑ො = 0, 𝑠ଷ > 0,  (30) 

Kalikan persamaan (28), (29), dan (30) terhadap 𝑃ఒ ൬
డ

డೞయ

൰. Kemudian, substitusi hasil 

persamaan tersebut dengan persamaan (27) sehingga diperoleh, 

൬
డమ

డೞయ
మ − 𝜔ఒ

ଶ൰ 𝑃ఒ ൬
డ

డೞయ

൰ 𝑚ෝ௃ = 0, 𝑠ଷ > 0 dengan 𝐽 = 1,2,3. (31) 

Selanjutnya, akan dicari akar karakteristik dari persamaan (27) dan (31). Berdasarkan 
sifat distributif, fungsi polinomial 𝑃ఒ(𝑡) dalam persamaan (26) dapat ditulis sebagai 

𝑃ఒ(𝑡) = 𝜅𝜆ଶ ൬
ଵ

఑
− ቀ

ఓା௩

఑
ቁ ቀ

௧మି൫కభ
మାకమ

మ൯

ఒ
ቁ + ቀ

௧మି൫కభ
మାకమ

మ൯

ఒ
ቁ

ଶ

൰.  (32) 

Misalkan 𝑦 = ቀ
௧మି൫కభ

మାకమ
మ൯

ఒ
ቁ, maka persamaan (32) dapat ditulis menjadi, 

𝑃ఒ(𝑡) = 𝜅𝜆ଶ𝒫(𝑦) 
dengan fungsi polinomial 𝒫(𝑦) didefinisikan sebagai  

𝒫(𝑦) = 𝑦ଶ −
ఓା௩

఑
𝑦 +

ଵ

఑
  

sehingga diperoleh akar dari fungsi polinomial 𝒫(𝑦) yaitu 

𝑦௡ =

⎩
⎨

⎧ ఓା௩

ଶ఑
± ටቀ

ఓା௩

ଶ఑
ቁ

ଶ

−
ଵ

఑
, ൬ቀ

ఓା௩

ଶ఑
ቁ

ଶ

−
ଵ

఑
≥ 0൰

ఓା௩

ଶ఑
± 𝑖ටฬቀ

ఓା௩

ଶ఑
ቁ

ଶ

−
ଵ

఑
ฬ , ൬ቀ

ఓା௩

ଶ఑
ቁ

ଶ

−
ଵ

఑
< 0൰

  

di mana 𝑖 = √−1  atau bisa dinyatakan sebagai 𝑦௡ (𝑛 = 1,2,3,4) dengan 

𝑦ଵ =
ఓା௩

ଶ఑
+ ටቀ

ఓା௩

ଶ఑
ቁ

ଶ

−
ଵ

఑
 dan 𝑦ଶ =

ఓା௩

ଶ఑
− ටቀ

ఓା௩

ଶ఑
ቁ

ଶ

−
ଵ

఑
 untuk ቀ

ఓା௩

ଶ఑
ቁ

ଶ

−
ଵ

఑
≥ 0 

𝑦ଷ =
ఓା௩

ଶ఑
+ 𝑖ටฬቀ

ఓା௩

ଶ఑
ቁ

ଶ

−
ଵ

఑
ฬ dan 𝑦ସ =

ఓା௩

ଶ఑
− 𝑖ටฬቀ

ఓା௩

ଶ఑
ቁ

ଶ

−
ଵ

఑
ฬ untuk ቀ

ఓା௩

ଶ఑
ቁ

ଶ

−
ଵ

఑
< 0 

Sehingga akar dari fungsi polinomial 𝑃ఒ(𝑡) adalah  

𝑡 = ±ඥ(𝜉ଵ
ଶ + 𝜉ଶ

ଶ) + 𝑦௡𝜆, 𝑛 = 1,2,3,4  
atau dapat ditulis 

𝑡ଵ = ඥ(𝜉ଵ
ଶ + 𝜉ଶ

ଶ) + 𝑦ଵ𝜆  

𝑡ଷ = −ඥ(𝜉ଵ
ଶ + 𝜉ଶ

ଶ) + 𝑦ଷ𝜆  

𝑡ଶ = ඥ(𝜉ଵ
ଶ + 𝜉ଶ

ଶ) + 𝑦ଶ𝜆  

𝑡ସ = −ඥ(𝜉ଵ
ଶ + 𝜉ଶ

ଶ) + 𝑦ସ𝜆  
Dengan demikian, akar karakteristik dari persamaan (32) yaitu,  

𝑡ଵ = ඥ(𝜉ଵ
ଶ + 𝜉ଶ

ଶ) + 𝑦ଵ𝜆  𝑡ଶ = ඥ(𝜉ଵ
ଶ + 𝜉ଶ

ଶ) + 𝑦ଶ𝜆  

Karena dalam artikel ini membahas kasus koefisien ቀ
ఓା௩

ଶ఑
ቁ

ଶ

−
ଵ

఑
= 0, 𝜅 ≠ 𝜇 𝜈, maka diperoleh 

𝑦ଵ = 𝑦ଶ =
ఓା௩

ଶ఑
 , sehingga diperoleh akar karakteristik dari persamaan (32) yaitu,  
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𝑡ଵ = 𝑡ଶ = ට(𝜉ଵ
ଶ + 𝜉ଶ

ଶ) + ቀ
ఓା௩

ଶ఑
ቁ 𝜆.  

Maka, solusi umum yang diperoleh dari persamaan (27) dan (31) yaitu, 
𝑚ෝ௃ = 𝛼௃𝑒ିఠഊ௦య + 𝛽௃(𝑒ି௧మ௦య − 𝑒ିఠഊ௦య) + 𝛾௃𝑠ଷ𝑒ି௧మ௦య ,  (33) 
𝜑ො = 𝜎𝑒ି௧మ௦య + 𝜏𝑠ଷ𝑒ି௧మ௦య .  (34) 

Substitusi persamaan (33) ke persamaan (19) diperoleh  
𝜎 = 𝑖𝜉ᇱ. 𝛽ᇱ − 𝑡ଶ𝛽ଷ + 𝛾ଷ,  (35) 
𝜏 = 𝑖𝜉ᇱ. 𝛾ᇱ − 𝑡ଶ𝛾ଷ,  (36) 
0 = 𝑖𝜉ᇱ. 𝛼ᇱ − 𝑖𝜉ᇱ. 𝛽ᇱ − 𝜔ఒ𝛼ଷ + 𝜔ఒ𝛽ଷ,  (37) 

di mana, 𝑖𝜉ᇱ. 𝑎ᇱ = ∑ 𝑖𝜉௝𝑎௝
ଶ
௝ୀଵ  untuk 𝑎 ∈ {𝛼, 𝛽, 𝛾}.  

Berdasarkan asumsi 𝜅 ≠ 𝜇 𝜈, substitusi persamaan (33) dan (34) pada persamaan (28), (29), 
dan (30) sehingga didapat 

𝜆𝜇ൣ൫𝑡ଶ
ଶ − 𝜔ఒ

ଶ൯𝛽ଵ − 2𝑡ଶ𝛾ଵ൧ + 𝑖𝜉ଵ𝜎ൣ𝜆𝑣 − 𝜅൫𝑡ଶ
ଶ − (𝜉ଵ

ଶ + 𝜉ଶ
ଶ)൯൧ + 2𝜅𝑖𝜉ଵ𝑡ଶ𝜏 = 0,  (38) 

𝜆𝜇൫𝑡ଶ
ଶ − 𝜔ఒ

ଶ൯𝛾ଵ + 𝑖𝜉ଵ𝜏ൣ𝑣𝜆 − 𝜅൫𝑡ଶ
ଶ − (𝜉ଵ

ଶ + 𝜉ଶ
ଶ)൯൧ = 0,  (39) 

𝜆𝜇ൣ൫𝑡ଶ
ଶ − 𝜔ఒ

ଶ൯𝛽ଶ − 2𝑡ଶ𝛾ଶ൧ + 𝑖𝜉ଶ𝜎ൣ𝜆𝑣 − 𝜅൫𝑡ଶ
ଶ − (𝜉ଵ

ଶ + 𝜉ଶ
ଶ)൯൧ + 2𝜅𝑖𝜉ଶ𝑡ଶ𝜏 = 0,  (40) 

𝜆𝜇൫𝑡ଶ
ଶ − 𝜔ఒ

ଶ൯𝛾ଶ + 𝑖𝜉ଶ𝜏ൣ𝑣𝜆 − 𝜅൫𝑡ଶ
ଶ − (𝜉ଵ

ଶ + 𝜉ଶ
ଶ)൯൧ = 0,  (41) 

𝜆𝜇ൣ൫𝑡ଶ
ଶ − 𝜔ఒ

ଶ൯𝛽ଷ − 2𝑡ଶ𝛾ଷ൧ + (−𝑡ଶ𝜎 + 𝜏)ൣ𝑣𝜆 − 𝜅൫𝑡ଶ
ଶ − (𝜉ଵ

ଶ + 𝜉ଶ
ଶ)൯൧ − 2𝜅𝑡ଶ

ଶ𝜏 = 0  (42) 

𝜆𝜇൫𝑡ଶ
ଶ − 𝜔ఒ

ଶ൯𝛾ଷ − 𝑡ଶ𝜏ൣ𝑣𝜆 − 𝜅൫𝑡ଶ
ଶ − (𝜉ଵ

ଶ + 𝜉ଶ
ଶ)൯൧ = 0.  (43) 

Karena 𝑡ଶ
ଶ = (𝜉ଵ

ଶ + 𝜉ଶ
ଶ) + ቀ

ఓା௩

ଶ఑
ቁ 𝜆, maka 𝑣𝜆 − 𝜅൫𝑡ଶ

ଶ − (𝜉ଵ
ଶ + 𝜉ଶ

ଶ)൯ = ቀ
௩ିఓ

ଶ
ቁ 𝜆. Substitusi 

persamaan tersebut pada persamaan (38) sampai persamaan (43) sehingga diperoleh 
2𝜆𝜇ൣ൫𝑡ଶ

ଶ − 𝜔ఒ
ଶ൯𝛽ଵ − 2𝑡ଶ𝛾ଵ൧ + 𝑖𝜉ଵ𝜎(𝑣 − 𝜇)𝜆 + 4𝜅𝑖𝜉ଵ𝑡ଶ𝜏 = 0,  (44) 

2𝜇൫𝑡ଶ
ଶ − 𝜔ఒ

ଶ൯𝛾ଵ + 𝑖𝜉ଵ𝜏(𝑣 − 𝜇) = 0,  (45) 

2𝜆𝜇ൣ൫𝑡ଶ
ଶ − 𝜔ఒ

ଶ൯𝛽ଶ − 2𝑡ଶ𝛾ଶ൧ + 𝑖𝜉ଶ𝜎(𝑣 − 𝜇)𝜆 + 4𝜅𝑖𝜉ଶ𝑡ଶ𝜏 = 0,  (46) 

2𝜇൫𝑡ଶ
ଶ − 𝜔ఒ

ଶ൯𝛾ଶ + 𝑖𝜉ଶ𝜏(𝑣 − 𝜇) = 0,  (47) 

2𝜆𝜇ൣ൫𝑡ଶ
ଶ − 𝜔ఒ

ଶ൯𝛽ଷ − 2𝑡ଶ𝛾ଷ൧ + (−𝑡ଶ𝜎 + 𝜏)(𝑣 − 𝜇)𝜆 − 4𝜅𝑡ଶ
ଶ𝜏 = 0,  (48) 

2𝜇൫𝑡ଶ
ଶ − 𝜔ఒ

ଶ൯𝛾ଷ − 𝑡ଶ𝜏(𝑣 − 𝜇) = 0.  (49) 
Berdasarkan persamaan (45), (47), dan (49) diperoleh  

2𝜇൫𝑡ଶ
ଶ − 𝜔ఒ

ଶ൯൫𝑡ଶ𝛾௝ + 𝑖𝜉௝𝛾ଷ൯ = 0, untuk 𝑗 = 1,2. 
Karena 𝑡ଶ ≠ 𝜔ఒ maka diperoleh 

𝛾௝ = −
௜కೕ

௧మ
𝛾ଷ, untuk 𝑗 = 1,2. (50) 

Lalu, kalikan 𝑖𝜉௝  pada persamaan (50) dan jumlahkan hasilnya untuk 𝑗 = 1,2 diperoleh 

𝑖𝜉ᇱ ∙ 𝛾ᇱ =
หకᇲห

మ

௧మ
𝛾ଷ.  (51) 

Selanjutnya untuk memperoleh nilai 𝜏, substitusi persamaan (51) ke persamaan (36) maka 

𝜏 = − ൬
௧మ

మିหకᇲห
మ

௧మ
൰ 𝛾ଷ  (52) 

dengan |𝜉′|ଶ = (𝜉ଵ
ଶ + 𝜉ଶ

ଶ).  
Kemudian, kalikan persamaan (44) dengan 𝑡ଶ dan (48) dengan 𝑖𝜉ଵ. Lalu jumlahkan hasilnya 
sehingga diperoleh persamaan berikut,  

2𝜇𝑡ଶൣ൫𝑡ଶ
ଶ − 𝜔ఒ

ଶ൯𝛽ଵ − 2𝑡ଶ𝛾ଵ൧ + 2𝜆𝑖𝜉ଵൣ൫𝑡ଶ
ଶ − 𝜔ఒ

ଶ൯𝛽ଷ − 2𝑡ଶ𝛾ଷ൧ + 𝑖𝜉ଵ𝜏(𝑣 − 𝜇) = 0. (53) 
Lakukan langkah yang sama untuk persamaan (46) dan (48) diperoleh  

2𝜇𝑡ଶൣ൫𝑡ଶ
ଶ − 𝜔ఒ

ଶ൯𝛽ଶ − 2𝑡ଶ𝛾ଶ൧ + 2𝜆𝑖𝜉ଶൣ൫𝑡ଶ
ଶ − 𝜔ఒ

ଶ൯𝛽ଷ − 2𝑡ଶ𝛾ଷ൧ + 𝑖𝜉ଶ𝜏(𝑣 − 𝜇) = 0.  (54) 
Setelah itu, substitusi persamaan (50) ke persamaan (53) dan (54) sehingga didapat 

2𝜇𝑡ଶ൫𝑡ଶ
ଶ − 𝜔ఒ

ଶ൯𝛽௝ = −2𝜇𝑖𝜉௝൫𝑡ଶ
ଶ − 𝜔ఒ

ଶ൯𝛽ଷ − 𝑖𝜉௝𝜏(𝑣 − 𝜇), untuk 𝑗 = 1,2. 
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Karena 𝑡ଶ ≠ 𝜔ఒ maka diperoleh,   

𝛽௝ = −
௜కೕ

௧మ
𝛽ଷ −

௜కೕ

௧మ
൬

ఛ

௧మ
మିఠഊ

మ൰ ቀ
௩ିఓ

ଶఓ
ቁ, untuk 𝑗 = 1,2. 

Berdasarkan asumsi bahwa ቀ
ఓା௩

ଶ఑
ቁ

ଶ

−
ଵ

఑
= 0 maka diperoleh hubungan berikut, 

ఓା௩

ଶ఑
=

ଶ

ఓା௩
  

serta berdasarkan persamaan 𝑡ଶ
ଶ = |𝜉ᇱ|ଶ + ቀ

ఓା௩

ଶ఑
ቁ 𝜆 dan 𝜔ఒ

ଶ = |𝜉ᇱ|ଶ + 𝜇ିଵ𝜆, diperoleh 

𝑡ଶ
ଶ − 𝜔ఒ

ଶ = −
(௩ିఓ)

ఓ(ఓା௩)
𝜆.  (55) 

Substitusi persamaan (52) dan (55) ke persamaan koefisien 𝛽௝ sehingga diperoleh, 

𝛽௝ = −
௜కೕ

௧మ
𝛽ଷ −

௜కೕ

௧మ
మ 𝛾ଷ, untuk 𝑗 = 1,2. (56) 

Selanjutnya, kalikan 𝑖𝜉௝ ke persamaan (56) dan jumlahkan hasilnya untuk 𝑗 = 1,2, maka  

𝑖𝜉ᇱ ∙ 𝛽ᇱ =
|కᇱ|మ

௧మ
𝛽ଷ +

|కᇱ|మ

௧మ
మ 𝛾ଷ.  (57) 

Berdasarkan hasil substitusi dari persamaan (57) pada persamaan (35) diperoleh 

 𝜎 = − ቀ
௧మ

మି|కᇱ|మ

௧మ
ቁ 𝛽ଷ + ቀ

௧మ
మା|కᇱ|మ

௧మ
మ ቁ 𝛾ଷ. (58) 

Berikutnya, substitusi persamaan (33) pada syarat batas (18) diperoleh 
𝑚ෝଷ(0) = 𝛼ଷ𝑒ିఠഊ଴ + 𝛽ଷ(𝑒ି௧మ଴ − 𝑒ିఠഊ଴) + 𝛾ଷ(0)𝑒ି௧మ଴ = 𝛼ଷ  

karena 𝑚ෝଷ(0) = 0 akibatnya 𝛼ଷ = 0.  
Setelah itu, turunkan 𝑚ෝ௃ dalam persamaan (33) terhadap 𝑠ଷ maka diperoleh, 

డ

డೞయ

𝑚ෝ௃ = ൫−𝛼௃ + 𝛽௃൯𝜔ఒ𝑒ିఠഊ௦య + ൫−𝛽௃𝑡ଶ + 𝛾௃൯𝑒ି௧మ௦య − 𝛾௃𝑡ଶ𝑠ଷ𝑒ି௧మ௦య.  (59) 

Ketika 𝑠ଷ = 0, maka persamaan (59) menjadi 
డ

డೞయ

𝑚ෝ௃(0) = ൫−𝛼௃ + 𝛽௃൯𝜔ఒ + ൫−𝛽௃𝑡ଶ + 𝛾௃൯.  (60) 

Kemudian, substitusi persamaan (60) terhadap syarat batas (16) dan (17) yaitu, 
ℎ෠௝(0) = −𝛼௝𝜔ఒ + (𝜔ఒ − 𝑡ଶ)𝛽௝ + 𝛾௝. (61) 

Selanjutnya, substitusi persamaan (50) dan (56) pada persamaan (61) sehingga diperoleh, 

𝛼௝ = 𝜔ఒ
ିଵ ቄ−ℎ෠௝(0) + (𝑡ଶ − 𝜔ఒ)

௜కೕ

௧మ
𝛽ଷ −

ఠഊ௜కೕ

௧మ
మ 𝛾ଷቅ.  (62) 

Lalu, berdasarkan persamaan (37) dan 𝛼ଷ = 0 maka 
𝜔ఒ𝑖𝜉ᇱ. 𝛼ᇱ = 𝜔ఒ𝑖𝜉ᇱ. 𝛽ᇱ − 𝜔ఒ

ଶ𝛽ଷ.  (63) 
Kemudian untuk mencari koefisien 𝛽ଷ dan 𝛾ଷ, pertama kalikan persamaan (61) dengan 𝑖𝜉௝ lalu 
substitusikan hasilnya dengan persamaan (51), (57), dan (63) sehingga diperoleh, 

𝑖𝜉ᇱ ∙ 𝒉෡ᇱ(𝟎) = (𝜔ఒ
ଶ − |𝜉ᇱ|ଶ)𝛽ଷ  

atau dapat disederhanakan menjadi 

𝛽ଷ =
௜కᇲ∙𝒉෡ᇲ(𝟎)

(ఠഊ
మି|కᇲ|మ)

=
ఓ

ఒ
𝑖𝜉ᇱ ∙ 𝒉෡ᇱ(𝟎).  (64) 

Selanjutnya, substitusi persamaan (34) ke syarat batas (24) maka diperoleh,  
𝜆𝑔ො(0) = −𝑡ଶ𝜎 + 𝜏. (65) 

Kemudian, substitusi persamaan (52) dan (58) ke persamaan (65) sehingga diperoleh, 
𝜆𝑔ො(0) = (𝑡ଶ

ଶ − |𝜉ᇱ|ଶ)𝛽ଷ − 2𝑡ଶ𝛾ଷ.  (66) 
Setelah itu, lakukan substitusi persamaan (64) ke persamaan (66) maka diperoleh, 

𝛾ଷ = −
ଵ

ଶ௧మ
ቀ𝜆𝑔ො(0) − 𝑦ଶ𝜇𝑖𝜉ᇱ ∙ 𝒉෡ᇱ(𝟎)ቁ.  (67) 

Berikutnya, substitusi koefisien pada persamaan (64) dan (67) ke persamaan (50), (52), (56), 
(58), dan (62) sehingga diperoleh persamaan sebagai berikut, 
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𝛾௝ =
௜కೕ

ଶ௧మ
మ ቀ𝜆𝑔ො(0) − 𝑦ଶ𝜇𝑖𝜉ᇱ ∙ 𝒉෡ᇱ(𝟎)ቁ  (68) 

𝜏 =
௬మఒ

ଶ௧మ
మ ቀ𝜆𝑔ො(0) − 𝑦ଶ𝜇𝑖𝜉ᇱ ∙ 𝒉෡ᇱ(𝟎)ቁ  (69) 

𝛽௝ = −
ఓ௜కೕ

ఒ௧మ
𝑖𝜉ᇱ ∙ 𝒉෡ᇱ(𝟎) +

௜కೕ

ଶ௧మ
య 𝜆𝑔ො(0) −

௜కೕ

ଶ௧మ
య 𝑦ଶ𝜇𝑖𝜉ᇱ ∙ 𝒉෡ᇱ(𝟎)  (70) 

𝜎 = −
௧మ

మାหకᇲห
మ

ଶ௧మ
య 𝜆𝑔ො(0) −

௬మ
మఒ

ଶ௧మ
య 𝜇𝑖𝜉ᇱ ∙ 𝒉෡ᇱ(𝟎)  (71) 

𝛼௝ = −𝜔ఒ
ିଵℎ෠௝(0) + (𝑡ଶ − 𝜔ఒ)

ఓ௜కೕ

ఒఠഊ௧మ
𝑖𝜉ᇱ ∙ 𝒉෡ᇱ(𝟎) +

௜కೕ

ଶ௧మ
య 𝜆𝑔ො(0) −

௜కೕ

ଶ௧మ
య 𝑦ଶ𝜇𝑖𝜉ᇱ ∙ 𝒉෡ᇱ(𝟎)  (72) 

Karena 𝜌ො = −
ఝෝ

ఒ
 dan berdasarkan hasil substitusi persamaan (69) dan (71) ke persamaan (34), 

maka diperoleh persamaan (73) berikut 

𝜌ො = ቆ
௧మ

మାหకᇲห
మ

ଶ௧మ
య 𝑔ො(0) +

௬మ
మ

ଶ௧మ
య 𝜇𝑖𝜉ᇱ ∙ 𝒉෡ᇱ(𝟎)ቇ 𝑒ି௧మ௦య −

௬మ

ଶ௧మ
మ ቀ𝜆𝑔ො(0) − 𝑦ଶ𝜇𝑖𝜉ᇱ ∙ 𝒉෡ᇱ(𝟎)ቁ 𝑠ଷ𝑒ି௧మ௦య .  

Misalkan, 

𝒵(𝑠ଷ) =
௘ష೟మೞయି௘షഘഊೞయ

௧మିఠഊ
.  (74) 

Substitusi persamaan persamaan (68), (70), (72), dan (74) terhadap bentuk solusi umum 
persamaan karakteristik (33) sehingga diperoleh persamaan (75) dan (76) berikut, 

𝑚ෝଵ = ቆ−𝜔ఒ
ିଵℎ෠ଵ(0) +

௜కభ

ଶ௧మ
య 𝜆𝑔ො(0)ቇ 𝑒ିఠഊ௦య + ቀ

௬మఓ௜కభ

(௧మାఠഊ)ఠഊ௧మ
−

௜కభ

(௧మାఠഊ)ఠഊ௧మ
−

௬మఓ௜కభ

ଶ௧మ
య ቁ 𝑖𝜉ᇱ ∙ 𝒉෡ᇱ(𝟎)𝑒ିఠഊ௦య + ቆ

(௬మିఓ)௜కభఒమ

ଶ(௧మାఠഊ)௧మ
య 𝑔ො(0) −

(௬మିఓ)൫ଶ௧మ
మାఒ௬మ൯ఓ௜కభ

(௧మାఠഊ)ଶ௧మ
య 𝑖𝜉ᇱ ∙

𝒉෡ᇱ(𝟎)ቇ 𝒵(𝑠ଷ) +
௜కభ

ଶ௧మ
మ ቀ𝜆𝑔ො(0) − 𝑦ଶ𝜇𝑖𝜉ᇱ ∙ 𝒉෡ᇱ(𝟎)ቁ 𝑠ଷ𝑒ି௧మ௦య  

 

𝑚ෝଶ = ቆ−𝜔ఒ
ିଵℎ෠ଶ(0) +

௜కమ

ଶ௧మ
య 𝜆𝑔ො(0)ቇ 𝑒ିఠഊ௦య + ቀ

௬మఓ௜కమ

(௧మାఠഊ)ఠഊ௧మ
−

௜కమ

(௧మାఠഊ)ఠഊ௧మ
−

௬మఓ௜కమ

ଶ௧మ
య ቁ 𝑖𝜉ᇱ ∙ 𝒉෡ᇱ(𝟎)𝑒ିఠഊ௦య + ቆ

(௬మିఓ)௜కమఒమ

ଶ(௧మାఠഊ)௧మ
య 𝑔ො(0) −

(௬మିఓ)൫ଶ௧మ
మାఒ௬మ൯ఓ௜కమ

(௧మାఠഊ)ଶ௧మ
య 𝑖𝜉ᇱ ∙

𝒉෡ᇱ(𝟎)ቇ 𝒵(𝑠ଷ) +
௜కమ

ଶ௧మ
మ ቀ𝜆𝑔ො(0) − 𝑦ଶ𝜇𝑖𝜉ᇱ ∙ 𝒉෡ᇱ(𝟎)ቁ 𝑠ଷ𝑒ି௧మ௦య .  

 

Setelah itu, substitusi persamaan (64), (67), (74), dan 𝛼ଷ = 0 pada solusi umum persamaan 
karakteristik (33) sehingga diperoleh persamaan (77) berikut,  

𝑚ෝଷ = ఓ(௬మିఓ)

௧మାఠഊ
𝑖𝜉ᇱ ∙ 𝒉෡ᇱ(𝟎) 𝒵(𝑠ଷ) −

ଵ

ଶ௧మ
ቀ𝜆𝑔ො(0) − 𝑦ଶ𝜇𝑖𝜉ᇱ ∙ 𝒉෡ᇱ(𝟎)ቁ 𝑠ଷ𝑒ି௧మ௦య.   

Selanjutnya, aplikasikan invers transformasi fourier parsial pada persamaan (73), (75), (76), 
dan (77) maka didapat,   

𝜌ො = ∑ ℱ(కభ,కమ)
ିଵ ቂ

௬మ
మఓ௜క೙

ଶ௧మ
య ℎ෠௡(0)𝑒ି௧మ௦యቃ (𝑠ଵ𝑠ଶ)ଶ

௡ୀଵ + ∑ ℱ(కభ,కమ)
ିଵ ቂቀ−

క೙క೙

ଶ௧మ
య +ଶ

௡ୀଵ

ଵ

ଶ௧మ
ቁ 𝑔ො(0)𝑒ି௧మ௦యቃ (𝑠ଵ𝑠ଶ) − ℱ(కభ,కమ)

ିଵ ቂ
௬మఒ

ଶ௧మ
మ 𝑔ො(0)𝑠ଷ𝑒ି௧మ௦యቃ (𝑠ଵ𝑠ଶ) +

∑ ℱ(కభ,కమ)
ିଵ ቂ

௬మ
మఓ௜క೙

ଶ௧మ
మ ℎ෠௡(0)𝑠ଷ𝑒ି௧మ௦యቃ (𝑠ଵ𝑠ଶ)ଶ

௡ୀଵ   

(78)  

𝜌ො =: 𝒜ଶ(𝜆)𝒢ఒ𝐆   
𝑚ෝଵ = −ℱ(కభ,కమ)

ିଵ ൣ𝜔ఒ
ିଵℎ෠ଵ(0)𝑒ିఠഊ௦య൧(𝑠ଵ𝑠ଶ) +

ℱ(కభ,కమ)
ିଵ ቂ

௜కభఒ

ଶ௧మ
య 𝑔ො(0)𝑒ିఠഊ௦యቃ (𝑠ଵ𝑠ଶ) + ∑ ℱ(కభ,కమ)

ିଵ ቂቀ
௬మఓ௜కభ௜క೙

(௧మାఠഊ)ఠഊ௧మ
−ଶ

௡ୀଵ
(79)  
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௜కభ௜క೙

(௧మାఠഊ)ఠഊ௧మ
−

௬మఓ௜కభ௜క೙

ଶ௧మ
య ቁ ℎ෠௡(0)𝑒ିఠഊ௦యቃ (𝑠ଵ𝑠ଶ) − (𝑦ଶ −

𝜇) ∑ ℱ(కభ,కమ)
ିଵ ቂ

൫ଶ௧మ
మାఒ௬మ൯ఓ௜ భ௜క೙

(௧మାఠഊ)ଶ௧మ
య ℎ෠௡(0)𝒵(𝑠ଷ)ቃ (𝑠ଵ𝑠ଶ)ଶ

௡ୀଵ +

ℱ(కభ,కమ)
ିଵ ቂ

(௬మିఓ)௜కభఒమ

ଶ(௧మାఠഊ)௧మ
య 𝑔ො(0)𝒵(𝑠ଷ)ቃ (𝑠ଵ𝑠ଶ) +

ℱ(కభ,కమ)
ିଵ ቂ

௜కభఒ

ଶ௧మ
మ 𝑔ො(0)𝑠ଷ𝑒ି௧మ௦యቃ (𝑠ଵ𝑠ଶ) −  

 ∑ ℱ(కభ,కమ)
ିଵ ቂ

௬మఓ௜కభ௜క೙

ଶ௧మ
మ ℎ෠௡(0)𝑠ଷ𝑒ି௧మ௦యቃ (𝑠ଵ𝑠ଶ)ଶ

௡ୀଵ    

𝑚ෝଵ =: ℬଵ
ଶ(𝜆)𝒢ఒ𝐆      

𝑚ෝଶ = −ℱ(కభ,కమ)
ିଵ ൣ𝜔ఒ

ିଵℎ෠ଶ(0)𝑒ିఠഊ௦య൧(𝑠ଵ𝑠ଶ) +

ℱ(కభ,కమ)
ିଵ ቂ

௜కమఒ

ଶ௧మ
య 𝑔ො(0)𝑒ିఠഊ௦యቃ (𝑠ଵ𝑠ଶ) + ∑ ℱ(కభ,కమ)

ିଵ ቂቀ
௬మఓ௜కమ௜క೙

(௧మାఠഊ)ఠഊ௧మ
−ଶ

௡ୀଵ

௜కమ௜క೙

(௧మାఠഊ)ఠഊ௧మ
−

௬మఓ௜కమ௜క೙

ଶ௧మ
య ቁ ℎ෠௡(0)𝑒ିఠഊ௦యቃ (𝑠ଵ𝑠ଶ) − (𝑦ଶ −

𝜇) ∑ ℱ(కభ,కమ)
ିଵ ቂ

൫ଶ௧మ
మାఒ௬మ൯ఓ௜కమ௜క೙

(௧మାఠഊ)ଶ௧మ
య ℎ෠௡(0)𝒵(𝑠ଷ)ቃ (𝑠ଵ𝑠ଶ)ଶ

௡ୀଵ +

ℱ(కభ,కమ)
ିଵ ቂ

(௬మିఓ)௜కమఒమ

ଶ(௧మାఠഊ)௧మ
య 𝑔ො(0)𝒵(𝑠ଷ)ቃ (𝑠ଵ𝑠ଶ) +

ℱ(కభ,కమ)
ିଵ ቂ

௜కమఒ

ଶ௧మ
మ 𝑔ො(0)𝑠ଷ𝑒ି௧మ௦యቃ (𝑠ଵ𝑠ଶ) −

∑ ℱ(కభ,కమ)
ିଵ ቂ

௬మఓ௜కమ௜క೙

ଶ௧మ
మ ℎ෠௡(0)𝑠ଷ𝑒ି௧మ௦యቃ (𝑠ଵ𝑠ଶ)ଶ

௡ୀଵ   

(80) 

 

𝑚ෝଶ =: ℬଶ
ଶ(𝜆)𝒢ఒ𝐆    

𝑚ෝଷ = 𝜇(𝑦ଶ − 𝜇) ∑ ℱ(కభ,కమ)
ିଵ ቂ

௜క೙

௧మାఠഊ
ℎ෠௡(0)𝒵(𝑠ଷ)ቃ (𝑠ଵ𝑠ଶ)ଶ

௡ୀଵ −

ℱ(కభ,కమ)
ିଵ ቂ

ఒ

ଶ௧మ
𝑔ො(0)𝑠ଷ𝑒ି௧మ௦యቃ (𝑠ଵ𝑠ଶ) +

∑ ℱ(కభ,కమ)
ିଵ ቂ

௬మఓ௜క೙

ଶ௧మ
ℎ෠௡(0)𝑠ଷ𝑒ି௧మ௦యቃ (𝑠ଵ𝑠ଶ)ଶ

௡ୀଵ +  

(81)  

𝑚ෝଷ =: ℬଷ
ଶ(𝜆)𝒢ఒ𝐆.   

Oleh karena itu, Teorema 3 terbukti bahwa terdapat operator solusi (𝜌, 𝐦) =
(𝒜ଶ(𝜆)𝒢ఒ𝐆, ℬଶ(𝜆)𝒢ఒ𝐆) dengan ℬଶ(𝜆)𝒢ఒ𝐆 = (ℬଵ

ଶ(𝜆)𝒢ఒ𝐆, ℬଶ
ଶ(𝜆)𝒢ఒ𝐆, ℬଷ

ଶ(𝜆)𝒢ఒ𝐆)𝖳 dari 
sistem persamaan homogen (10) di 𝐑ା

𝟑 . Kemudian untuk melanjutkan pembuktian Teorema 2, 
jumlahkan operator solusi dari sistem persamaan homogen (10) yaitu persamaan (78), (79), 
(80), dan (81) dengan operator solusi pada 𝐑ା

𝟑 , di mana telah diketahui sebelumnya dari hasil 
pendekatan operator solusi pada 𝐑𝟑. 

𝜌 = 𝐾 + 𝜌෤  
= 𝒜ଵ(𝜆)ℱఒ

ଵ𝐅𝟏 + 𝒜ଶ(𝜆)𝒢ఒ𝐆  
= 𝒜଴(𝜆)ℱఒ

଴𝐅𝟏  
Lalu, definisikan 𝐮 = 𝐦 + ℎ𝐧 dengan 𝐦 = 𝐐 + 𝐦෥  maka 𝐮 dapat ditulis   

𝐮 = 𝐦 + ℎ𝐧  
= ℬଵ(𝜆)ℱఒ

ଵ𝐅𝟏 + ℬଶ(𝜆)𝒢ఒ𝐆  
= ℬ଴(𝜆)ℱఒ

଴𝐅𝟏  
Jadi, operator solusi dari sistem persamaan resolvent (1) adalah (𝜌, 𝐮) =

൫𝒜଴(𝜆)ℱఒ
଴𝐅𝟏, ℬ଴(𝜆)ℱఒ

଴𝐅𝟏൯ sehingga dapat disimpulkan Teorema 2 terbukti. 
 
KESIMPULAN 

Melalui beberapa tahapan seperti mereduksi sistem persamaan resolvent tak homogen 
dari model Navier-Stokes-Korteweg, melakukan transformasi fourier parsial pada sistem 
persamaan resolvent homogen, membuktikan terdapat operator solusi dari sistem persamaan 
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homogen di 𝐑ା
𝟑 , dan menjumlahkan operator solusi dari sistem persamaan homogen dengan 

operator solusi pada 𝐑ା
𝟑 . Maka didapat  operator solusi sistem persamaan resolvent yakni 

(𝜌, 𝐮) = ൫𝒜଴(𝜆)ℱఒ
଴𝐅𝟏, ℬ଴(𝜆)ℱఒ

଴𝐅𝟏൯, sehingga terbukti bahwa terdapat operator solusi dari 
sistem persamaan resolvent model Navier-Stokes-Korteweg di half-space (𝐑ା

𝟑 ) dengan kondisi 

batas slip  untuk kasus koefisien ቀ
ఓ ା ఔ

ଶ ఑
ቁ

ଶ

 − ቀ
ଵ

఑
ቁ = 0, 𝜅 ≠ 𝜇 𝜈. 
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