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Abstrak. Model Navier-Stokes-Korteweg adalah model yang menggambarkan aliran fluida dua
fase dalam kondisi transisi di antarmuka kedua fase tersebut yang sering disebut sebagai efek
kapiler. Artikel ini bertujuan untuk mencari operator solusi dari model Navier-Stokes-Korteweg di
half-space pada dimensi tiga (R3) dengan syarat batas slip, melalui beberapa tahapan seperti
mereduksi sistem persamaan resolvent tak homogen dari model Navier-Stokes-Korteweg menjadi
sistem persamaan resolvent homogen dan melakukan transformasi fourier parsial pada sistem
persamaan resolvent homogen tersebut untuk memperoleh sistem persamaan diferensial biasa.
Berdasarkan  artikel ini  ditunjukkan  bahwa  terdapat  operator solusi  (p,u) =
(A°(D)FPFY, B (A)FLFY) dari persamaan resolvent model Navier-Stokes-Korteweg di R3

2
dengan kondisi batas slip untuk kasus koefisien (”Z—erv> - (i) =0, kEuv.

Kata Kunci: Half-Space, Navier-Stokes-Korteweg, Operator Solusi, Persamaan Resolvent

Abstract. The Navier-Stokes-Korteweg model is a model that describes the flow of two-phase fluids
in transitional conditions at the interface of the two phases often referred to as the capillary effect.
This article aims to find the solution operator of the Navier-Stokes-Korteweg model in three
dimensions half-space (R3) with slip boundary conditions, through several steps such as reducing
the non-homogeneous resolvent equation system of the Navier-Stokes-Korteweg model to a
homogeneous resolvent system and performing partial Fourier transformation on the homogeneous
resolvent system to obtain an ordinary differential equation system. Based on this article, it is shown
that there exists a solution operator (p,u) = (A°(N)FLFL, BO(N)FLFY) of the resolvent equation
of the Navier-Stokes-Korteweg model in R3 with slip boundary conditions for the case of
coefficients (”2+Kv>2 - (i) =0, k#=puv.
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PENDAHULUAN

Fluida merupakan suatu zat yang mengalami perubahan secara kontinu (terus-menerus)
apabila terkena tekanan atau gaya. Fluida memiliki dua sifat fisik yaitu viskositas (kekentalan)
dan densitas (kerapatan). Viskositas diartikan sebagai ukuran kekentalan fluida yang
menyatakan besarnya gesekan pada fluida. Sedangkan, densitas adalah massa per satuan
volume pada suatu fluida.

Berdasarkan densitasnya, fluida dikategorikan menjadi fluida termampatkan
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(compressible fluid) dan fluida tidak termampatkan (incompressible fluid). Fluida
termampatkan, densitasnya dapat mengalami perubahan secara siginifikan, di mana jika fluida
tersebut menerima tekanan maka densitasnya akan meningkat begitu juga sebaliknya jika
mengalami ekspansi maka densitasnya akan menurun, contohnya fluida dalam fase gas.
Sedangkan untuk fluida tidak termampatkan, perubahan kerapatannya sangat kecil jika
mengalami tekanan sehingga perubahan ini diabaikan dan dianggap densitasnya tetap konstan,
contohnya fluida dalam fase cair.

Salah satu model matematika yang menggambarkan aliran fluida termampatkan ialah
model Navier-Stokes-Korteweg (NSK) yang umumnya digunakan dalam menggambarkan
aliran gas dan cairan pada kondisi transisi, contohnya transisi air menjadi gas sebab perubahan
suhu dan tekanan. Model ini adalah perluasan model Navier Stokes (NS) yang medeskripsikan
model dasar aliran fluida termampatkan dalam fase gas. Perbedaan utama kedua model ini
yaitu, penambahan pada tensor tegangan dengan konstanta kapilaritas (k) yang biasa disebut
sebagai konstanta kapiler.

Penelitian mengenai model NSK telah dibahas sebelumnya oleh beberapa peneliti antara
lain, (Liu et al., 2015) mempelajari efek kapilaritas fluida dan transisi dari fase gas ke cair
dalam model NSK, (Danchin & Desjardis, 2001) menganalisis eksistensi dan keunikan dari
smooth solution pada model fluida isotermal termampatkan secara kapiler dan dapat
diterapkan untuk fase model transisi, (Hattori & Li, 1996) menunjukkan keberadaan global
solution sistem NSK dalam dimensi tinggi dengan data awal yang kecil, (Haspot, 2011)
membuktikan adanya global weak solution dalam model isotermal umum cairan kapiler dan
dapat diterapkan untuk fase model transisi, (Kotschote, 2008) membahas eksistensi dan
keunikan solusi lokal yang kuat dalam model NSK isotermal, dan penelitian (Saito, 2019)
menunjukkan keberadaan keluarga operator solusi R-bounded pada model NSK di R3 dengan
kondisi batas n - Vp = g danu = 0.

Artikel ini juga merujuk pada penelitian (Inna, Maryani, & Saito, 2020) yang membahas

2
model NSK di half-space (RY) dengan syarat batas slip untuk kasus koefisien (MZ—JFKV) -

2
G) < 0 dan (” 2+KV) — G) > 0 dengan k # pv. Selain itu, telah dianalisis juga kasus

. u+v 2 1 . N .. .
koefisien (7) - (;) > 0, k = uv pada model NSK di R} dengan kondisi batas s/ip oleh

(Inna, Fauziah, Manaqib, & Maya, 2023). Lalu, (Inna dan Saito, 2023) menganalisis
keberadaan solusi lokal model NSK yang melibatkan variabel waktu t dengan kondisi batas
slip. Kemudian, penelitian model NSK di R3 dengan syarat batas s/ip dibahas oleh (Salsabila,

. . . . u+v 2 1
Inna, Liebenlito, & Purnomowati, 2024) untuk kasus koefisien (7) - (;) < 0 dan

2
(” +v) - (%) > (0 dengan k # u v dan oleh (Prayugo, Inna, Mahmudi, & Damiati, 2024)

2K
2
untuk kasus koefisien (HZ—JFKV) — (%) > 0, k = pv. Selanjutnya, (Inna S., 2024) menganalisis

lebih lanjut keberadaan R-bounded dari operator solusi dalam model NSK di RY dengan
kondisi batas s/ip.

Sedangkan artikel ini, akan berfokus dalam menganalis model Navier-Stokes-Korteweg
di domain terbatas half-space pada dimensi tiga (R3) dengan syarat batas slip pada kasus

. u+v 2 1 . . .
koefisien (W) — (;) = 0, k # pv, sehingga persamaan (1) resolvent dirumuskan sebagai

berikut,
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Ap+<z§=161uj>=d diR? |
5j
3 02 d [w3 0 9 (w3 02 _ . 53
ﬂul—ﬂ<zj=1$>u1—va< j:lfj%‘)—’ca(&ﬂsz)/)—ﬁ di R}
3 92 0 [w3 0 o (w3 02 _ . 3
/1”2_#( j=1?j2>u2_va< j=1¥juj>_’ca< j:1?j2>ﬁ—f2 di R
3 92 0 [w3 0 ? (w3 02 _ . 53
Aug H<21=1asjz>u3_va<zj—1a u]>_’fa<2j=1?jz>ﬁ—f3 di Ry
9 >
0y [
]
(0)- %, [P=9 pada R}
dss
aiu1+aiu3=h1 pada R}
S3 S1
aiuz +aiu3=h2 pada R}
S3 S2
Uz = hs pada R})

dengan

R3 = {s = (54,55,53) € R3,55 > 0},

R3 = {s = (51,5, 53) €R3,5; =0},
A menyatakan parameter resolvent di C, = {z € C|R, > 0}, koefisien kapiler dinotasikan
dengan k, dan koefisien viskositas dinotasikan dengan ¢ dan v. Sedangkan, u = u(sy, s,,53) =

T .
(ul(sl,sz,sg),u2 (51,52,53),u3(51,sz,53)) merupakan fungsi vektor dan p = p(sy, Sy, S3)
adalah fungsi skalar yang masing-masing menyatakan kecepatan dan massa jenis fluida.

: a a8 o B ) B B
Kemudian, (0,0,—1)7- <—,—,—>p =g, —u; +—u3 = h;, —u, + —u3 = h,, dan
95, 05, s, dss ds,

ds, ds,
uz = hy adalah syarat batas slip dengan n = (0,0, —1)" merupakan vektor normal satuan dan
mengarah ke luar dari R3.

METODE PENELITIAN

Untuk membuktikan eksistensi operator solusi dari sistem persamaan resolvent (1) akan
dilakukan langkah-langkah berikut ini. Pertama, mereduksi sistem persamaaan resolvent (1)
tak homogen di R3 menggunakan pendekatan solusi operator di whole-space (R?) dengan
Eksistensi Genap dan Eksistensi Ganjil, maka didapat sistem persamaan resolvent homogen
pada R3. Kemudian, menyelesaikan sistem persamaan homogen tersebut dengan melakukan
transformasi fourier parsial, lalu membuktikan bahwa terdapat operator solusi dari sistem
persamaan homogen di R3. Terakhir, menjumlahkan operator solusi dari sistem persamaan
homogen tersebut dengan operator solusi pada R3..

HASIL DAN PEMBAHASAN

Sebelumnya akan dijelaskan beberapa notasi khusus pada artikel ini, misalkan R, N, dan
C berturut-turut menyatakan himpunan bilangan real, himpunan bilangan asli, dan himpunan
bilangan kompleks. Misalkan definisikan q € [1,0) maka L,(R}) dan W;™(R3}) masing-
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masing merupakan ruang Lebesgue dan ruang Sobolev di R3 dengan m € N dan untuk m = 0
maka WO(R )=1L (R ), sehingga norma dari ruang Sobolev W"(R ) dengann € Ny, Ny =
N u {0} dmotamkan sebagai ||- II‘/],JL(Rgr ) yang menyatakan panjang vektor dari ruang Sobolev.

Misalkan X dan Y adalah ruang Banach, maka X" untuk m € N adalah hasil perkalian X
sebanyak m dan norma dari X™ ditulis sebagai ||*||y. Himpunan operator linear dari X ke Y
dinotasikan sebagai L(X,Y) sedangkan himpunan operator linear dari X ke X dinotasikan
sebagai L(X). Kemudian, untuk suatu domain U c C, Hol(U ,L(X, Y)) merupakan himpunan
dari fungsi holomorfik bernilai L(X,Y) dan terdefinisi pada U.

Dalam memperoleh operator solusi dari sistem persamaan (1), diterapkan pendekatan
solusi dari sistem persamaan di whole-space (R?). Berikut ini adalah sistem persamaan (2)
yang menyatakan sistem persamaan pada R3 yaitu,

Ap + (Z;’;laiu]) =d di R
5j
92 2 2 2 .
lu1—ll< ?=1F>u1—va—( ?=1a—uj>—’€a—( ?10 2>.0 fi diR?
S S1 Si S1
FE 2 2 2 .
Auz—ﬂ( ?=1F>uz—va—< ?=1a—uj>—’€a—< ?16 z)P f, diR®
S; S2 S; S2

2
Auz — <Z?=1%}_2> Uz — V;Tg (Z?ﬂaisjuj) - K;TB (Z?:l?ﬁ) p=1/f di Rs)
dengan R3 = {s|s = (s4,5,,53)}.
Selanjutnya, definisikan ruang pada fungsi ruas kanan untuk sistem persamaan (2), yakni F1 =
(d, f1, f2, f3) berikut,
X;(R®) =W (R3) x Ly(R?) x Ly (R3) x Ly (R3).
Lalu, definisikan X} (R®) dan F; F! sebagai berikut,
(R = L,(R3)A denganA =(N+1D)+N=CB+1)+1=7,
FIFL = (aa d,—d,-~d, 22d, fl,fz,f3) € X1(R3).
S1 s2 s
Berdasarkan penelitian (Saito, 2019), dapat dibuktikan teorema berikut,
Teorema 1. Misalkan q € (1, ) dan asumsikan bahwa u, v, dan k adalah konstanta positif,
maka untuk setiap A € C.. terdapat operator A*(A) dan B (1) dengan,

A'(2) € Hol (€., £ (X5 (R, WE(R)) ),

B(2) € Hol(C,, L(XL(R®), WA (R3)?)),
sehingga untuk setiap F' = (d, f1, f», f3) € Xz(R3) diperoleh operator solusi tunggal
(p,u) = (A*(VDFLFL, BY(A)FLFY) dari sistem persamaan (2).

Selanjutnya bagian ini, akan menujukkan proses dalam pembuktian eksistensi dari
operator solusi pada sistem persamaan (1). Didefinisikan ruang pada fungsi ruas kanan untuk
sistem persamaan (1), F2 = (d, f1, f>, f3, 9, h1, hy, h3) yaitu,

XZ(R ) = Wl(R ) XL (R )3 XWZ(R ) X Wl(R )? x WZ(R ).
Kemudian, definisikan X% (R3) dan 7—" ?F2 sebagai berikut,
X2(R3) = Ly(R3)P dengan

B —(N+1)+N+(N2+N+1)+(N—1)(N+1)+(N2+N+1)
=(3+1)+3+(32+3+1)+(3—1)(3+1)+(32+3+1)=41,
a a
FiF? = <ad,ad 2, /12d> fi f2r fa
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02 92 02
6512£} 0s,0s, 05,053
0? 92 0? 15 15 15
IAZ_ ’AZ_ ’AZ_ ’A )
651652 g a522 g 652653 g a51 g asz g 653 949
02 02 02

aslas3 9 652653 9 9s. 2 9

(asl o 95, by, 5 955 b5 35, ha, 5 9, LI h2'12h1’12h2>

92 92 92

ds,” hs ds,0s, hs s, 055 h
62 62 62 1 1 1
hs 5 hs hs |, 22 —h3, 22— h3,,12 h3,/1h3 € X2(R3).
ds,0s, ds, 652653 q
a2 a2

651653 3 652653 a53

Membuktikan eksistensi operator solusi dari sistem persamaan (1) merupakan tujuan
utama dari artikel ini atau dengan kata lain membuktikan teorema berikut,

Teorema 2. Misalkan q € (1, ) dan asumsikan bahwa u,v, dan x adalah konstanta positif
+v

vang memenuhi (”2 - )2 — (%) = 0, Kk # uv, maka untuk setiap A € C, terdapat operator
A°(A) dan B° (1) dengan,

A°(2) € Hol (c+, (352 (R3), W2 (R3 )) )

B°(2) € Hol(C,, L(X2(R3), W2A(R3)3)),
sehingga untuk setiap F* = (d, f1, f2, f3, 9, h1, ha, h3) € XZ(R3) diperoleh operator solusi
tunggal (p,uw) = (A°(W)FYFL, B (W)FYFY) dari sistem persamaan (1).
Untuk membuktikan Teorema 2 terdapat beberapa tahapan yaitu,

Reduksi Sistem
Misalkan u; = m; untuk j = 1,2, dan uz = m3 + h; maka diperoleh sistem persamaan

(3) dari sistem persamaan (1) yaitu,

2 5 : )
Ap + <Z;’7=16—m]> =d di R
Sj
_ 3 0% _ 9 [y3 2 _ 0 (y3 9%\ _ £ ‘ R3
Amy .U< j=1 5st> m; —v 25, < j=13, m]> K 25, ( j=1 65]-2) p=h di R
a2 F) F) ) a2 x .
Am, —p <Zf=1ﬁ> my; —v—— (Z?:l a_mj> - KT(Z?:lF) p=f, diR3
S]- S2 Sj S2 Sj

7] 3 02 = - b3
—Ka_< j=1F>P=f3 diR}
S3 Sj

]
——p=g pada R}
s3
aiml + aa ms; = hy pada R}
S3 S1
aimz + aimg, = h, pada R}
s3 S2
ms; =0 pada R}/
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dengan d =d —2hs, f, = f, +vi(ih3), =5 +vi(ih3), fo=fi—Ahs +
Os3 051 \0s5 s, \0s5

92 d P d = d
ﬂ<25=1?> h3 +v65 (653 h3) h’l = h’l _6_51}13, dan hz = hz _ah:;.

Selanjutnya, mereduksi sistem persamaan (3) terhadap (d,fi, fo, f3) = (0,0,0,0)
menggunakan pendekatan solusi operator pada R® dengan Eksistensi Genap dan Eksistensi
Ganjil. Untuk suatu fungsi f = f(sy,5,,53) € R3, misalkan E€ adalah operator Ekstensi
Genap dan E° merupakan operator Ekstensi Ganjil yang didefinisikan sebagai berikut,

f(sll 521 53)1 (S3 > 0)r
E¢f = E¢f(sq,S5,S ={
[ =S sz ss) [ =sr (3<0)
>0
E°f = E%f(sy,2,8 ={ J(51,52,53), (s3> 0),
f f( 1,92 3) _f(51152: _53)’ (53 < 0)
Kemudian, definisikan eksistensi dari fungsi vektor f = (f1, f5, f3) " dengan
Ef = (E°f1, E°fo, E°f3)] 4
dengan catatan E¢ € L(W}(R3), W (R%)) dan E € £(L,(R%)3, L, (R%)?).
Misalkan, (d fi for f3) adalah fungsi dalam sistem persamaan (3) yang ada pada ruang
Wi (R3) x L, (R3)3. Sementara itu, AY(A)F,FL dan BL(A)FLF =
(BI(D)F;FL, BL(D)FLFL, BY(D)F jFl)T merupakan operator solusi yang ada dalam Teorema
1 pada R3. Selanjutnya, definisikan operator K dan Q yaitu,

K = AA(W)FL(Ed, E¢f1, E¢f5,E°f;), Q = BY()FL(E°d. E°f, E°f5, E° ;). (5)
Kemudian,  definisikan  operator =~ H = H(sy,S5,S3) dan P =P(sy,5,,83) =
(Py(s1,52,53), P2 (51,52, 53), P3 (1, 52, 53) ) berturut-turut sebagai berikut,

T
H = K(sy,53,—53), P = (Q1(51’52: —53),Q2(51,52,53), —Q3(s1, 52, —53)) . (6)

Sehingga diperoleh,

P5(sy,82,53) = —Q3(s1, 52, —S3). (7)
Substitusi operator H dan P ke sistem persamaan (3). Maka, diperoleh sistem persamaan (3)
baris pertama yaitu,

9 7]
<AH + < §=1¥P]>> (s1,82,83) (AK + < j= 16 ]>) (51,52, —S3)
j

= Ee&(sp S2, —53) = Eed~(51: S2,S3).
Selanjutnya, diperoleh sistem persamaan (3) baris kedua sampai keempat sebagai berikut,

(AP1 —H <Z?=1%> P — v%(Z?’:l%Pj> - Ki(Z?ﬂaa_Zz) H) (51,52, 53)
:<AQ1_H<Z§=1%>Q1_ (Z, 15, Q;) (Z] 1a 2 )(51'52' 3)

= Eeﬁ(sb S2, —53) = Eefi(sl, S2, 53),

(APZ_M< j=13, 2>P2 ai( ?:1%131')_’(62 < j=1p, 2) )(51:52’53)
=(/1Q2—M(Z] 15, z)Qz ( j=1%_ Q;) 2, ( j=13, 2> )(51:52' 3)

= Eeﬁ(spsz' —s3) = E° f2(51;52;53),

MES Vol .10, No. 1, Oktober 2024 | 93



Rizka Alfiyyah, Suma Inna, Muhaza Liebenlito
Penyelesaian Model Aliran Fluida Navier-Stokes-Korteweg...

22 7] 7] 7] 22
(M’s—lt< ?=1ﬁ>1’3—va< ?=1g%>—fca< ?=1sz>H>(S1,Sz,Ss)
0 [w3 02
=(AQ3—#( j=1p, 2>Q3 ( j=13,_ Q;) ( j=13_2 2>K>(51:52’—53)
S3 Sj

= _E0/?3(51'52; —s3) = E f3(51;52'53)-

Akibatnya, operator H dan P juga termasuk operator solusi pada R3, sehingga

berdasarkan ketunggalan solusi pada R® maka didapat
P1(81,52,53) = Q1(51,52,53)
P,(s1,52,53) = Q2(51, 52, 53) 8)
P3(s1,S2,53) = Q3(s1, 52, 53)

Dengan demikian, berdasarkan persamaan (7) dan (8) didapat Qs(sq,S3,S3) =
—Q5(s1, 52, —S3), sehingga ketika s3 = 0 maka Q3(sy, S2,0) = —Q3(s;, 53, 0) jika dan hanya
jika Q3(sq1,5,,0) = 0.

Misalkan p =K +p dan m = Q+ m = (Q; + My, Q, + My, Q3 + Mi3). Substitusi
persamaan p dan m ke sistem persamaan (3) maka sistem persamaan homogen (9) didapat

AP+ (zizlaiﬁi,> =0 diR? |
SJ

0? 7] 7] 7] 9%
Am, — 3 |y —v— 3, —m, | —k— (X3, —|p=0 di R3
1~ MU <21_1 as]2> 1 25, <21_1 2, Yy 25, 21_1 as]z p +

di R

/-~
™M
‘Fw
[N
S’lm
N~ N
N
N———
™
Il
S

d ~ ~ 3
3P =8 pada Ry
0 0 ~ = 3
Sy + o=y = hy pada Ry
S3 S1
0 0 ~ = 3
Sy + o=z = h, pada Ry
S3 52
i3 = 0 pada R3)

dengan § = g + — A (DF}(E°d, E°fy, E° 5, E°F;).
s3
~ 0 ~ ~ ~ ~ 9 ~ ~ ~ ~
1 =hy — QB% (DF;(E¢d,E¢f1, E€f5,E°f;) — a—SlB%Wﬂl (E®d,E°f1,E¢f5, E°f3),
= ~ 9 ~ ~ ~ ~ 0 ~ ~ ~ ~
h, = h, — QB% (VF(E¢d,E¢f1, E¢f5,E°f;) — @Bg(mi (E®d,E¢f1,E¢f5, E°f3).

=

Penyelesaian Sistem Persamaan Homogen di R3
Pada sistem persamaan (9) dapat disederhanakan menjadi sistem persamaan (10) berikut,
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B , )
Ap + <Z?=16—m]> =0 di R
SJ
0? 7] 7] 7] 9% .
Am; —pu Zi:lﬁ my —vo— Z§=1a—m1 —Ko— Z§=1a—z p=0 diR}
S] S1 5] S1 S]
02 d 7] 7] 02 .
Amz —u Z?:la z | My _va_ Z?:la_m] _Ka_ 2‘:;=16 zZ|P = 0 dl R:i
5] S2 S] S2 S]

3 92 a 3 0 9 3 92 .53 S
1— | My —v— —m; | —Kk— 11— =0 diR
H<21_1 as]2> 3 D5y <Z]_1 2, ]> D5y (Z]_1as z|P +

5P =9 pada Rj
5} 5} 3
oMyt o—my = hy pada Ry
S3 S1
im2 + im3 = h, pada R3
D5, ds,
m; =0 pada R}/

Pada sistem persamaan (10), untuk fungsi di ruas kanan G = (g, hq, h,), didefinisikan
ruang G yaitu,
Yo (RY) = WA (RI) x W (R3) x W' (RY).
Lalu, definisikan YZ(R3) dan G, G sebagai berikut,
Y2(R3) = L,(R3)€ dengan
C=(N?4+N+1D+IN-1DN+1)=3B2+3+1)+B-1@B+1) =21,

02 a2 02
ds,” g 95,05, g 95,05, g
—_ 62 62 62
GG = pERa ,12— 22 g2
05,05, 7 0,79 950,9 |15, 95,95, 949 |
92 PE 92

651653 g 052 ds, g D5y’ g
<a h’l: P hlr hl: P hz, h'21 hz, Azh1,12h2> S Yz (R )
S1 S2 S1 s

Perhatikan teorema berikut ini yang akan digunakan dalam melengkapi pembuktikan
Teorema 2.
Teorema 3. Misalkan q € (1, ) dan asumsikan bahwa u,v, dan k adalah konstanta positif
2
yang memenuhi (M;KV) — G) =0, Kk # uv, maka untuk setiap A € C, terdapat operator
A?*(A) dan B*(1) dengan,
A2(2) € Hol (€4, £ (Y2 (R, W (RD) ),
B2(2) € Hol(C,, L(YZ(R3), W2 (R3)?)),
sehingga untuk setiap G = (g, hy, hy) € Y,(R3), diperoleh operator solusi tunggal (p,m) =
(A2(1)G,G, B*(1)G,G) dari sistem persamaan (10).

Pembuktian

Sebelumnya, akan diperkenalkan dahulu definisi dari transformasi fourier parsial dan
invers transformasi fourier parsial yaitu,
Definisi 4. Diberikan fungsi f yang terdefinisi di R3, maka didefinisikan transformasi fourier
parsial dari f = f(s4, 52, S3) sebagai berikut,
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f =188 = FIf1(1, 62 53) = Iz T f(51:52’53)e_i($1’52)'(51'52)dsldsz

dan definisi invers transformasi fourier parsial dari f yaitu,
Fe, 52)[f(8(1;8(2:53)](51152) (2n)2f f f(s1,52,83)e” {82, 5a) (ss, SZ)ds‘ de,.
Selanjutnya, misalkan ¢ = (2?:1 aim]> kemudian terapkan transformasi fourier
SJ

parsial pada sistem persamaan (10) maka didapat sistem persamaan diferensial biasa yaitu,
A+p=0, s3>0, (11)

lffll—u(%—(ﬁz+522)>m1—m€1(p—m€1< (fl +S(2)> =0, s3>0, (12)
Afflz—u<%:2—(§12+§22)>fﬁ2—vi§2(ﬁ Ki&, <a > — (& +52)>.5=0; s3>0, (13)
At —u(%—csf +f§>)mg —vsf Ky ( — (&2 +ez)) =0, s3>0, (14)

dengan syarat batas

L~ ~
ap(o) =—g(0), (15)
a NN ~
a_m1(0) + i&;m3(0) = hy(0), (16)
s3
. o ~
a_mZ(O) + i&,1m3(0) = hy(0), (17)
S3
m3(0) = 0, (13)
di mana
PO e .
@ = i§Mmy + &My +am3- (19)
Pada persamaan (11) dapat ditulis sebagai
p=-= (20)

Kemudian, substitusi persamaaan (20) ke persamaan (12), (13), (14), dan syarat batas (15)
sehingga diperoleh berturut-turut persamaan (21), (22), (23), dan (24) berikut,

/1m1—/1u< (51 +€2)> —i& <v/1_’€<__(€1 +§2)>) =0,53 >0,
ﬂmz—ﬂﬂ< - (&F +§z)> ifz(vl—x<%—(§f+§§)>>¢=O,s3>0,

Azmg—zu<§:2—<ff+f§))m3—a—(vz—rc(a"’i—(a+fz>)> = 0,55 >0,

a@(o) = 24(0).

Selanjutnya, kalikan persamaan (21) dengan i¢; dan persamaan (22) dengan ié, serta turunkan
persamaan (23) terhadap s3. Kemudian sederhanakan hasil persamaan tersebut berdasarkan
persamaan (19) sehingga diperoleh,

2
2
29— A(u+v) <6"—— (7 +€%))<p +x<—— (7 +€z)> =0, s3>0 (25)
S3 S3
Berdasarkan persamaan (25), definisikan fungsi polinomial P, (t) yaitu,
2
PA) =22 = 2u+v) (2= (2 +8)) +x (- +8)) =0, 5550 (26)

sehingga diperoleh sistem persamaan diferensial biasa yakni,
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P, (as3) $=0, s3>0 27)

Misalkan w;? = |&'|2 + u~ 1A, maka |&'|? = wy? — u~1A. Substitusi persamaan |¢'|? pada
persamaan (21), (22), dan (23), didapat

Au (a(j:z —w,) )m1 +i& (vl — ;c< — (& + §Z)>> =0, s3>0, (28)
Au (;:322 - a),12) m, + ié, (vl — K( - (&2 + EZ)>> =0, s3>0, (29)
A (aiz — W )m3 + :(M — K (% -G+ Ez)>> =0, s3>0, (30)

Kalikan persamaan (28), (29), dan (30) terhadap P, (%). Kemudian, substitusi hasil
persamaan tersebut dengan persamaan (27) sehingga diperoleh,
(6‘:2 — )P,l (ass)mf =0, s3> 0dengan] = 1,23, 31)
Selanjutnya, akan dicari akar karakteristik dari persamaan (27) dan (31). Berdasarkan
sifat distributif, fungsi polinomial P, (t) dalam persamaan (26) dapat ditulis sebagai
ma)=Kﬁ(§_0¢9(ﬁiﬁﬁﬁ)+ciﬁﬁﬁbﬁ. (2)

K A A

Misalkan y = ( (fl )) maka persamaan (32) dapat ditulis menjadi,

Py(t) = k2*P(y)

dengan fungsi polinomial P (y) didefinisikan sebagai
utv

1
PO)=y*—=—y+-
sehingga diperoleh akar dari fungsi polinomial ?(y) yaitu

{— (-1 ((42) -2=0)

2 2
A | Tl S I
ZKi (ZK) k|’ ((ZK) K<O>
di mana i = +/—1 atau blsa dinyatakan sebagai y,, (n = 1,2,3,4) dengan
2
+ + +1)2 urv _l
N MZ;cv ——danyz_” = — M 17) T untuk(z;c) KZO
2 +\% 1
#_+v _1 N G uk () —=<0
(ZK Kdany4_2 (ZK) K i (2") K

Sehingga akar dari fungsi polinomial P, (t) adalah
t=1(F +¢5) +ynd, n=1234

atau dapat ditulis

=@+ + A t; = +6) +324

ty = =/ (§F + &) +¥34 ty = = (§F + &) + 74l
Dengan demikian, akar karakteristik dari persamaan (32) yaitu,

=& +¢D + A t; = (& +¢D) + 322

2
Karena dalam artikel ini membahas kasus koefisien (MZ—J:]) — % = 0, k # pu v, maka diperoleh

Vi=Y, = MZ—J:] , sehingga diperoleh akar karakteristik dari persamaan (32) yaitu,
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2K

ty =t = \/(512 +&5) + (‘””) 2.

Maka, solusi umum yang diperoleh dari persamaan (27) dan (31) yaitu,
My = aye”®21% 4 B(e™12% — e~¥2%3) 4y 5307125, (33)
@ = ge 125 + 1s5e 253, (34)
Substitusi persamaan (33) ke persamaan (19) diperoleh
o=1i§".p' —tf3 +vs, (35)
T=1i¢"y — thys, (36)
0=il".a —if'.p' —wyaz + w;f3, (37)

di mana, i§'.a’ = ¥_, i§;a; untuk a € {a,B,y}.
Berdasarkan asumsi k # p v, substitusi persamaan (33) dan (34) pada persamaan (28), (29),
dan (30) sehingga didapat

| (t3 — wi)By — 2toy1] + i&0[Av — k(83 — (&7 + €3))] + 2xi&;t,7 = 0, (38)
Mu(ts — wF)yy + i&t[va — k(t5 — (&7 +¢3))] =0, (39)
|(t3 — w})Ba — 2t,12] + &0 (v — k(5 — (§ + €3))] + 2ki&,t,T =0, (40)
u(ts — wF )y, + i&t[vd — Kk (t5 — (6 + €5))] = 0, (41)
2w[(t3 — wF)Bs — 2tay3] + (=t0 + D[vd — k(85 — (§F +§5))] - 2xt3T =0 (42)
Au(t? — wi)ys — tyr[va —k(t2 — (E2 + &)] = 0. (43)
Karena tZ = (§ +é&%)+ (”2—4:}) A, maka vA—k(t — (§2+&3)) = (%) A. Substitusi
persamaan tersebut pada persamaan (38) sampai persamaan (43) sehingga diperoleh
22u[(t2 — w3)By — 26,71 + i&,0(v — WA + 4Ki& t,T = 0, (44)
2u(t? — wl)y, + i&t(v —p) =0, (45)
22u[(t2 — w?)B; — 2t,y,]| + i&0(v — p)A + 4ki&,t,T = 0, (46)
2u(t — wd)y, +i&t(v — ) =0, (47)
22u[(t2 — w3)Bs — 2ty + (—t,0 + T) (v — WA — 4ktit = 0, (48)
2u(t? — wl)ys —t,t(wv—p) = 0. (49)

Berdasarkan persamaan (45), (47), dan (49) diperoleh
2u(t? — wi)(tyy + i&¥3) = 0, untuk j = 1,2.
Karena t, # w, maka diperoleh

yj = =y, untuk j = 1,2. (50)
2
Lalu, kalikan i$; pada persamaan (50) dan jumlahkan hasilnya untuk j = 1,2 diperoleh
2
iy =ELy, (51)
Selanjutnya untuk memperoleh nilai 7, substitusi persamaan (51) ke persamaan (36) maka
2_|z/]?
L= _ (tz t|f | )]/3 (52)
2

dengan |§'|? = (§7 + &3).
Kemudian, kalikan persamaan (44) dengan t, dan (48) dengan i¢;. Lalu jumlahkan hasilnya
sehingga diperoleh persamaan berikut,

2uty[(t5 — wF)By — 2ty1] + 22i& [(5 — wf)Bs — 2t,y5] + i&t(v —p) = 0. (53)
Lakukan langkah yang sama untuk persamaan (46) dan (48) diperoleh

2ut,[(t3 — w3)Bz — 2t2v2] + 22i&;[ (85 — w})Bs — 2t,¥3] + i&r(v — ) = 0. (54)
Setelah itu, substitusi persamaan (50) ke persamaan (53) dan (54) sehingga didapat

2ut, (t2 — wi)B; = —2ui&;(t2 — wi)Ps — i§;v(v — w), untuk j = 1,2.
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Karena t, # w, maka diperoleh,

B =— 1§]ﬁ3 lf]< T )(’;;H”),untukj=1,2-

~wj

2
Berdasarkan asumsi bahwa (”:) — ; = 0 maka diperoleh hubungan berikut,

pro _ 2
2k u+v
serta berdasarkan persamaan t5 = |&'|? + (Hz_r}) Adan wy? = |&'|? + u~14, diperoleh
2 2 _ -
t; —wy = i (55)
Substitusi persamaan (52) dan (55) ke persamaan koefisien f8; sehingga diperoleh,
By = —=LBy — Lys untuk j = 1,2, (56)
2 2
Selanjutnya, kalikan i¢; ke persamaan (56) dan jumlahkan hasilnya untuk j = 1,2, maka
If' Ifl |2
i§'p =Ly + By, 67
Berdasarkan hasil substitusi dari persamaan (57) pada persamaan (35) diperoleh
— (t§—|§r|2)ﬁ n (t§+|s"|2) (58)
6 3 2 V3.
Berikutnya, substitusi persamaan (33) pada syarat batas (18) diperoleh
M3(0) = aze™@2% + B3(e™2°% —e7“1%) +y3(0)e 20 = a5
karena 7i5(0) = 0 akibatnya a; = 0.
Setelah itu, turunkan 7, dalam persamaan (33) terhadap s3 maka diperoleh,
aa:ﬁ\l] = (—a; + B))wre ™43 + (= Pty +y))e 253 — y;t,55e 7253, (59)
Ketika s; = 0, maka persamaan (59) menjadi
d
5.,y (0) = (- + B)ws+ (=Bt2 +v)). (60)
Kemudian, substitusi persamaan (60) terhadap syarat batas (16) dan (17) yaitu,
h](O) = —Qjw; + ((1)/1 - tz)ﬁ]’ + Yj- (61)
Selanjutnya, substitusi persamaan (50) dan (56) pada persamaan (61) sehingga diperoleh,
- ~ wi§
@ = w0y {= R (0) + (& — ) T2 s — 2y} (62)
Lalu, berdasarkan persamaan (37) dan a3 = 0 maka
wyié'.a' = wyié'. B — w;%Ps. (63)

Kemudian untuk mencari koefisien 5 dan y5, pertama kalikan persamaan (61) dengan i¢; lalu
substitusikan hasilnya dengan persamaan (51), (57), dan (63) sehingga diperoleh,
i§'-h'(0) = (wa® — 1§'1*)Bs

atau dapat disederhanakan menjadi

_ RO p (64)
Bs = e — 28 RO
Selanjutnya, substitusi persamaan (34) ke syarat batas (24) maka diperoleh,
Ag(0) = —t,0 + 1. (65)
Kemudian, substitusi persamaan (52) dan (58) ke persamaan (65) sehingga diperoleh,
2§(0) = (&5 — €' *)B5 — 2t,ys. (66)
Setelah itu, lakukan substitusi persamaan (64) ke persamaan (66) maka diperoleh,
1 A~ A N
Vs = =5 (2(0) = youig' - R (0)). (67)

Berikutnya, substitusi koefisien pada persamaan (64) dan (67) ke persamaan (50), (52), (56),
(58), dan (62) sehingga diperoleh persamaan sebagai berikut,

MES Vol. 10, No.1, Oktober 2024 | 99



Rizka Alfiyyah, Suma Inna, Muhaza Liebenlito
Penyelesaian Model Aliran Fluida Navier-Stokes-Korteweg...

Vi = % (xlﬁ(O) — youi’ - Tl’(O)) (68)
ﬁf(ﬂg(o) yoig' B (0)) (9)

B = - ’“ff &' h’(0)+lf} 2§(0) = 2L y,uig’ - B'(0) (70)
et 29(0) =24 pig” - (0) n
Yzlllf h'(0) (72)

o=
2t3

j— —21 ut E] . ’ lE]

@) = =027 Ry (0) + (& — 1) 7ol i8R (0) + 5429 (0)
Karena p = — 4 dan berdasarkan hasil substitusi persamaan (69) dan (71) ke persamaan (34)

maka diperoleh persamaan (73) berikut
5= <M 30+ 2 g - h’(0)> ~t2%5 = 22 (1g(0) — y,ui§’ - H'(0)) s3e 02
(74)

2t3

1253 _g~W)S3

Misalkan,
Z(s3) = PR
Substitusi persamaan persamaan (68), (70), (72), dan (74) terhadap bentuk solusi umum

persamaan karakteristik (33) sehingga diperoleh persamaan (75) dan (76) berikut
YaMi§y iy _

(trtwpwyt;  (ta+wyp)wyt,

g = (@ hi(0) + 33Ag(0) |emens + (

Vali&a\ .o g — W3S (y2—)i§ A% _ (y2—w)(2t53+4y,)uiéy . o, .
o )Lf h'(0)e ®aS3 + (2(t2+w;t)t§ (0) Corwp2ts i§
h’(0)>Z (s3) + (xlg(O) Youig' h’(O))s e t2ss

A~ 1% lfz —w3S Yo uié; _ &

M2 < W™ h,(0) + lg(O)) Tt ((tz+w/1)w/1tz (tztwp)w)t,

2=wiga2® ~ 08 a—w)(2t3+Ay2)uiss . oy |

(0) (tz+wy)2t3 i

Vol . o/ N —w3S
23 )lf h'(0)e™®2 + <2(tz+w,1)t§

h'(0))2<sg)+ 2 (29(0) = yopig' 1/(0)) szetx5.

karakteristik (33) sehingga diperoleh persamaan (77) berikut,
(19 - ypig'- O

my = M(YZ D lf h/(o) Z(S3) _

trtw
fnf

dan (77) maka didapat,

A - 2 i&n — -

p = Zfl_lj:(fifz) [3’221;; hn(0)e tzss] (s152) + Z%_lf(fifz) [(_ 2t3
30) 3% | (s152) = Figlg, |35 9 (0s5e ™25 (s157) +

hn(0)s37525%] (s5,)

Y I“fn
R er
A*(D)G,G
Fe e )[a’/l_lhl(o)e_w’l%](%sz) +
_ £ A _ _
Firn |5 802 (s155) + Thes Figlg, | (

Yaui&1ién
(tz+wp)wyt;,

3 o
|

Setelah itu, substitusi persamaan (64), (67), (74), dan a3 = 0 pada solusi umum persamaan

Selanjutnya, aphka51kan invers transforma51 fourier parsial pada persamaan (73), (75), (76)

(78)

(79)
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i§1i6n 3’2Hi51l'5n) fln(O)e_“’/ls3] (s152) — (y2 —

(ty+wy)wyts, 2t3

0 2% 1?(_5 0 [(2t2+/1yz)m 10 1 A (O)Z(Sg)] (5152) +

(t2+(l),‘[)2t

-1 (y2—wi&y
Flenen [WQ(O)Z (53)] (s152) +

Tt ey [25 9(0sse 625 (5150) -

Zn 1:]:'({1 &) [yZﬂzlf;lfn h (0)533—t2$3] (5152)
Bl (AG,G )
—FE e (027 hy (0)e 023 (sy5,) +
. . A A - _ . . "
T(fi’fz) ig(o)e w)LS3:| (5152) + 2121=1~T(fi'52) [(M -

152 263 - (tz+wpwitz
i§i8n YZlezlfn) i‘ln(o)e—wl%] (515;) — (y, —

(ty+wy)wyts, 2t3

_ 2t2+1 i&,i&n &~
1) Y= :F(fi,fz) [( £ Ay Juidyis hn(O)Z(s3)] (5152) + (80)

(tz+wy)2ts

— (y,—p)i 22 .
T(fi.s‘z) LS (0)2(53)] (s152) +

2(t,+wy )t3

T(_fifz) o —=§(0)sze” t253] (5152) —

2t2

Z%:l ‘7:(51'52) [yzﬂzlfzjlfn hn(0)53e t253] (5152)
B3(1)G1G "

LSn
12 = 1) 221 Pty | oo B (02 (59)| (5152)

+w
(51 &) [Zt g(0)sze” t253] (5152) + (81)
Zn 1?(51 EZ) I:yZHLEnh (O)S e—t253] (5152) +

Mz =1 B5(A)GG.

Oleh karena itu, Teorema 3 terbukti bahwa terdapat operator solusi (p,m) =
(A2(DG26,B2()G1G) dengan  B2(G1G = (BZ(1)G26, BE(DG1G, B3 (M)G,6)T  dari
sistem persamaan homogen (10) di R3. Kemudian untuk melanjutkan pembuktian Teorema 2,
jumlahkan operator solusi dari sistem persamaan homogen (10) yaitu persamaan (78), (79),
(80), dan (81) dengan operator solusi pada R3, di mana telah diketahui sebelumnya dari hasil
pendekatan operator solusi pada R3.

p =K+p

= AY(A)FLF + A%(1)G,G

= A°(V)FYF!
Lalu, definisikan u = m + hn dengan m = Q + m maka u dapat ditulis

u =m-+hn

= BY()FLF! + B2(1)G,G

= B (D) F,F!
Jadi, operator solusi dari sistem persamaan resolvent (1) adalah (p,u) =
(A°(D)FLFL, BO(A)FLF!) schingga dapat disimpulkan Teorema 2 terbukti.

Ex
I

N§>
I

w§>
[

KESIMPULAN

Melalui beberapa tahapan seperti mereduksi sistem persamaan resolvent tak homogen
dari model Navier-Stokes-Korteweg, melakukan transformasi fourier parsial pada sistem
persamaan resolvent homogen, membuktikan terdapat operator solusi dari sistem persamaan
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homogen di R3, dan menjumlahkan operator solusi dari sistem persamaan homogen dengan
operator solusi pada R3. Maka didapat operator solusi sistem persamaan resolvent yakni
(p,w) = (A°WFLFL, B°(N)FPF), sehingga terbukti bahwa terdapat operator solusi dari
sistem persamaan resolvent model Navier-Stokes-Korteweg di half-space (R3) dengan kondisi

2
batas slip untuk kasus koefisien (#2—+KV) - (%) =0, KFUV.
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